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EXERCICES 

DE CALCUL INTÉGRAL. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


A. près avoir épuisé les formules différentielles qui s’intégrent 
tant algébriquement que par arcs de cercle ou par logarithmes, les 
Géomètres s’occupèrent de rechercher toutes celles qui sont inté- 
grables par les arcs d’ellipse ou psr les arcs d’hyperbole ( ' ).’ 
On avait lieu de croire que ces transcendantes tenaient le premier 
rang aprèsles fonctions circulaires et logarithmiques, et il impor- 
tait au progrès des nouveaux calculs , de ramener à un point 
de difficulté bien connu , toutes les intégrales qui étaient susceptibles 
de cette réduction. 

Les formules qu’on peut intégrer par cette voie se trouvèrent 
très-nombreuses ; mais il n’y avait point de liaison entre les résultats, 
et ils étaient loin de former une théorie. 

Un Géomètre italien , d'une grande sagacité , ouvrit la route à des 
spéculations plus profondes (*). il prouva que sur toute ellipse ou 


{') Maclaurin. Traité des Fluxions. — D' Almbtrti Méai.de Berlin. 174S. 
('} Fagnani. Produzioni matematichc , Ton. II. 
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PREMIÈRE PARTIE, 
sur tonte hyperbole donnée , on peut assigner , d'une infinité' de 
manières „ deux arcs dont la différence soit égale à une quantité 
algébrique. Il démontra en çu-me temps que la lemniscate jouit de 
cette singulière propriété, que ses arcs peuTent être multipliés ou 
divisés algébriquement, comme les arcs de cercle quoique chacun 
deux soit une transcendante d’un ordre supérieur. 

Euler , par une combinaison qu’on peut regarder comme fort 
heureuse , quoique ces hasards n’arrivent jamais qu’à ceux qui savent 
les faire naître, trouva l’intégrale algébrique complète d’une équa- 
tion différentiel!» composée de deux termes séparés, mais sem- 
blables, dont chacuu n’est iutégrable que par des arcs de sections 
coniques ('). 

Cette découverte importante donna lieu à son auteur de comparer 
d'un» manière plus générale qu’on ne l'avait fait avant lui, non- 
seulement les arcs d'une même ellipse ou d'une même hyperbole, 
mais en général toutes les transcendantes comprises dans la for- 

,‘où P est uue fonction rationnelle de x , et R un radical 

de la forme \/( a-j-Gx -f-yx* -f- cfx 3 -f- ex* ) , a, 6 , y , J' , « , étant 
constans. 

L'intégrale trouvée par Euler était trop remarquable pouc ne pas 
fixer particulièrement l’attention des Géomètres. Lagrange voulut 
faire rentrer cette intégration dans les procédés ordinaires de 
l'analyse; il y réussit par une méthode fort ingénieuse. (’) , dont 
l'application s’élève graduellement des transcendantes inférieure» 
aux transcendantes Eulérienncs ; mais il essaia inutilement de par- 
venir à un résultat plus général que celui d'Euler. 

Peu de temps après, Landen , géomètre anglais , démontra que 
tout arc d’hyperbole peut être mesuré par deux arcs d’ellipse (*)}■ 
découverte mémorable qui réduit aux seuls arcs d’ellipse toutes 
les intégrales qu’on, n’avait pu exprimer jusques-là que par la recti- 
fication des deux courbes. 

Enfin Lagrange se signala de nouveau dans la même carrière , 


(’) Euler. Nori Com. Petrop. Tom. VI et VII. 
(’) Mén». de Turin, Tom. IV. 

( 3 ) Mathematical Mémoire, bv John Landen , 1780. 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3 

en donnant une méthode générale (') pour ramener, par des 
transformations successives, l’intégrale à l’intégrale d’une for- 
mule semblable qui, par la disposition de ses coclCcicns, est facile 
à évaluer par approximation. Ces transformations ont le double but 
de servir à la comparaison d’une suite de transcendantes formées 
d’après la même loi , et de conduire aux approximations les plus 
rapides dont ces fonctions sont susceptibles. 

Telles étaient les principales découvertes des Géomètres dans la 

théorie des transcendantes désignées par f~fj~ > lorsque je publiai 

mes Recherches sur l’intégration par arcs d’ellipse (*). La première 
partie avait été composée avant que j* eusse connaissance du théorème 
de Landen ; elle contenait* des vues nouvelles sur l’usage des arcs 
d’ellipse , et particulièrement un moyen d’éviter l’emploi des arcs 
d’hyperbole dans le calcul intégral , en y suppléant par une table 
d’arcs d’ellipse dressée convenablement. Je donnai ensuite une nou- 
velle démonstration du théorème de Landen, et je prouvai par la 
même méthode , que toute eîWpsfe elorvuée fait partie d’une suite 
infinie d’ellipses tellement liées entre elles , que par la rectification 
de deux de ces ellipses, prises h volonté, on obtient la rectifica- 
tion de toutes les autres. Ces ellipses ayant un demi-grand axe 
commua égal à l’unité , cl leurs excentricités variant suivant une loi 
connue , depuis zéro jusqu’à l’unité, on peut par ce tbcorème réduire 
la rectification d’une ellipse donnée à celle de deux autres ellipses 
aussi peu différentes du cercle qu’on voudra. C’était un pas de plus 
dans une carrière difficile. 

Mais cette matière , et^rn général la théorie-des transcendantes 
désignée par y demandait à être traitée d'une manière plus 

méthodique et plus approfondie. C’est ce que j’essayai de faire dans 
mon Mémoire sur les Transcendantes elliptiques , publié en 1793. 
Je me proposai dans cet ouvrage, de comparer entre elles toutes 
les fonctions comprises sous cette dénomination , de les classer en 
différentes especes , de réduire chacune à la forme la plus simple 

w 

(■*) Nouveaux Mémoire» de Turin, a au. 1784 et 1785, Tom. II. 

(*) Méin. de i'Acad. de» Sciences de Paris, arm. 1786. 
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dont elle est susceptible , de les évaluer par les approximations les 

plus promptes cl les plus faciles ; enlîn , de former de l'ensemble 
de celte théorie une sorte d’algorithme qui put contribuer à étendre 
le domaine de l’analyse. 

Ayant repris la *uite de ces recherches , après une longue inter- 
ruption , j’ai réussi à perfectionner cette théorie dans quelques 
parties , principalement dans celle qui concerne les fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce. Ces améliorations étaient de nature 
à apporter quelque changement à mon premier travail ; j’ai donc 
cru devoir traiter cette matière dans un nouvel ordre , en lui 
donnant de plus grands développcmcns et l’éclaircissant par des 
exemples choisis. C’est le résultat de ce dernier travail que je pré- 
sente dans ce moment aux Géomètres; j'espère qu’ils voudront bien 
l’accueillir comme une nouvelle branche d’analyse qui peut offrir de 
belles et d’utiles applications. 


Idée générale des différentes sortes de transcendantes contenues 
dans la J'omudv intégrale 


(i). Nous représentons par P une fonction rationnelle quelconque 
de x, et par R le radical v/(a -f- €x-\-ysc ‘-{- i je’-f- ix* ) : ce radical 
restant le même, on peut donner une infinité de valeurs à P; 
mais il n'en résulte pas pour cela une infinité de transcendantes de 
nature différente. On peut toujours par des intégrations partielles , 

réduire l'intégrale à une partie algébrique , plus un certain 

nombre de transcendantes , qui sont toujours de la même forme et 
de la même nature'. C’est ce qu’il s’agit de développer. 

Supposons d’abord que P soit une fonction entière de x , ensorte 
qu’on ait P=A+Bx-f-Ca:*+. . . .-j-ICr*. Si on représente, pour 

abréger, l’intégrale par n*, il est clair qu’on aura 

= Arr-f Bir-f en* +. . . .+Kn* : 

or, en différentiant la quantité x" -s R , et revenant de la différen- 
tielle à Knlégrale, on trouve cette formule 

x— S R= fm— 5 )an— <+( ra — j)eri— s -+- (m— 2)5*1—’ 

*+- (m — — ijtïï"; 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5 

d'où il suit que fl”, ÏI" - ', etc. peuvent s'abaisser successivement à 
des degrés inférieurs, et qu’on peut continuer la réduction jusqu'à 
ce qu’on n'ait que des quantités au-dessous de n 1 ; car la réduction 
de n 1 est encore possible, parce que dans le cas de m= 5, le terme 
qui semblerait devoir contenir fl - * s’évanouit. Donc P étant une 

• fonction entière de x , l’intégrale J pourra toujours se réduire à 

une quantité algébrique , plus une transcendante qui sera constam- 
ment de la forme 

/(A+Bx + Cx*)ijr. 


(a). Considérons maintenant la formule dans toute sa généralité, 
et soit P une fonction rationnelle quelconque de x : on fera comme 
s’il était question d’intégrer la fraction rationnelle P dx ; on extr&ira 
d’abord la partie entière qui peut y être contenue , et cette partie 
sera traitée comme il vient d’être dit. On .décomposera ensuite le 
reste en plusieurs fractions partielles, selon le nombre des facteurs 
du dénominateur ; de là résulteront autant de termes dans l’intégrale 
totale , et chacun de ces termes pourra être représenté par lexpres- 

sion générale N "Or , il est facile dé réduire tous les 

termes de cette espece à des termes semblables, où k— i ; c’est ce 
que nous allons prouver dans un instant. Observons auparavant que 
si le dénominateur , au lieu d'être complexe, était simplement x*, 

l’intégrale toutes les semblables où k > i , pourraient se 

déterminer par le moyen de l’intégrale y*^-}-B+Cx-f-Dx’^ il 

suffirait pour cela de donner àa — 4 ^ es valeurs négatives dans 
la formule de l’article ( 1 ). 

Revenons au terme général *î ue noas appellerons I*'. 

Si on fait 1 -f-nx=a> , et qu’on prenne les coefliciens a , etc. , 
de manière qu’on ait l’équation identique 


= a' -f- €' ot -f- <f'a* 5 -f* t'ai 4 . 
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6 PREMIÈRE PARTIE. 

on trouvera par la différentiation de la quantité + cette 
formule générale : 

+ (i-l)JT , - ï + (i-î)«T , -<. 

• • 

D’où il suit que les quantités T*, P, etc., peuvent se déterminer 
ou moyen de P, P , T~', T~ r ; or, P"=/(i +nx)p 

r—=/(i Donc en général la formule J' ç, > e * 

toutes les formules semblables dans lesquelles k est plus grand que 
l’unité , se réduiront toujours à une partie algébrique , plus une 
iutégrale de la forme 
• • 

/Gts + b+o + d*-)#. 

(3). Nous conclurons de Iè que , quelle que soit la fonction 

rationnelle de x représentée par P, l'intégrale^'^^ sera toujours 

décomposablc en trois parties principales , la première algébrique , 

dx ... 

la seconde de la forme /"( A + Bx Cx*) -g-, et la troisième ren- 

fermant un ou plusieurs termes de la forme N J ^ „ t ) R > °ù le 
coefficient n peut être réel ou imaginaire. 

On voit par cette analyse que le nombre des transcendantes 
.comprises dans la formule est très-limité. Il n’en existe que 

de deux espèces principales, l’une de la forme/(A-}-Bx+Cx*)^, 
l’autre de la forme Ç-. — -r—rs- J’observe même que tant que n 
est réel, cette seconde espèce est comprise daus la première, et 
s’y ramène immédiatement , en faisant i -f- nx = 

Çes réductions générales une fois aperçues , nous allons suivre 
une autre route pour parvenir à une connaissance plus précise des 
mêmes transcendantes. « 
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? 


Manière de faire disparaître les puissances impaires de la variable 
sous le radical. 


(4). La radical étant toujours y/(*-f-€x-{-yx' -f- J'x 3 -^ ix 4 ), 
supposons que la quantité sous le signd soit décomposée en deux 
facteurs réels £ -f- a «je -f- ê.r‘, X -f- a«x+ yx\ Ces facteurs doivent 
être de même signe pour que le radical soit réel; ainsi on peut 
supposer 

Ç -f- m •+• flx* = (X -f- a/jtx + tx‘)jr‘. 

De là on lire. 


j_ *v— « + »y+(»y-t)(e-»yri 

ff-ry 


et si on appelle, pour abréger , Y le radical de cette expression , 
on aura ~ = La valeur de x étant suBsîRfféê dan# P, on voit 
que la différentielle ou se décomposera toujours en deux 

parties, l’nne rationnelle et intégrable par les règles ordinaires, 
l’autre affectée du radical Y, mais telle, qu’il n’y aura que des 
puissances paires de y sous le radical et hors du radical. Ainsi 

l'intégration de la formule -g- se réduit toujours à celle d’une 

formule de la même nature, dans laquelle P et R ne contiennent 
que des paissances paires de x. 


(5). Cette méthode est générale; cependant, comme la valeur 
de x, qui doit être substituée dans P, est un peu compliquée, 
il ne sera pas inutile de faire voir qu’on peut parvenir au même 
but par une substitution beaucoup plus simple , qui consiste à faire 

x = ^ et q étant deux constantes indéterminées. 

Reprenons les facteurs £ -1- a** -f- (br* > A ■+• a ux +»x*, et subs- 
tituons dans chacun d'eux la valeur de x, on pourra faire abstraction 
du dénominateur commun qui sort du radical , et pour que les 
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puissances impaires de j disparaissent dans les numérateurs , il 

faudra qu’on ait 

Ç + »Cp 4-?)-t-fy*7= o, 

-f- rpq = O. 

C.ts deux équations donneront des valeurs rationnelles de p -f- q 
et pq ; mais pour que p et q soient réels , il faut encore que 
( P 4* '/)* — hPl i ou ( p — <7 )* soit positif. Or, on peut distinguer 
deux cas : 

i*. Si la quantité a. -f- + etc. n'a pas tous ses facteurs 

réels , on pourra supposer que -H aux -f- ix* en contient deux 
imaginaires, et qu’on a en conséquence Ar > p.‘. Mais la seconde 
des équations en p et q donne 

(p _ ,y = (i±E - *)+&=*: 

donc dans ci premier cas le second membre est positif, et les 
valeurs de p et q seront réelles. 

a*. Si la quantité a -f- Çx -f- etc. a tous ses facteurs réels , et 
qu’en la décomposant en deux facteurs du second degré, comme 
on vient de faire, il n’en résulte pas des valeurs réelles pour p 
et q ; alors on observera qu'il y a deux autres manières de dé- 
composer la quantité du quatrième degré en deux facteurs du 
secoud, et on peut être assuré que ces deux nouvelles combi- 
naisons donneront des valeurs réelles pour p et q. En voici la 
démonstration. 

Soient a, b, c , d les quatre valeurs de x qu’on a en faisant 
R = o , les équations qui déterminent p et q pourront s’écrire 
ainsi : 

ab — \ (a + i) (/> + ?) ^pqss o. 

ed — s (c + d) (p + q) + pq = O , 

et il en résulte 

p + g _ . ab — cd . 
a ' a -J- b — c — d ’ 

( p — q V a — c.a — d.b — c.b — d 

a / ~ (n-f-i — c — dy 

Or, 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. g 

Or, on est maître de rendre positif le numérateur de cette der- 
nière quantité; car supposons que a, b, c, d, soient écrites dans 
l’ordre de leur grandeur, les racines négatives venant après les 
positives, alors les différences a — b, a — c , etc. seront toutes 
positives, et p — q sera réel. On aura encore p — q réel , si on 
prend pour a et b les extrêmes en grandeur des racines a, b , c, d. 
Enfin, la troisième combinaison donnerait p — q imaginaire. 

Donc par la substitution de x = ~ p y > il est toujours possible 

de faire disparaître les puissances impaires de la variable sous le 
radical , et en même temps on obtient cet avantage , que les deux 
facteurs, sous le nouveau radical, sont réels et de la forme 
ce qui est uu point essentiel, et qu'on n'oblieudrait pas toujours 
par la première méthode. 

Remarquons qu’il y a deux cas particuliers à examiner, 
i*. Lorsque l’une des racines a et b est égale à l'une des racines 
c et d , le radical R se simplifie, et l’intégrale ne dépend plus que 
des arcs de cercle et des logarithmes. 

a*. Si l'on a a -f-è = c-f-rf, il suflLt^d’unc simple permutation 
pour cesser d’avoir a-f-A = c-f-af; mais on peut aussi profiter 
de cette circonstance pour faciliter la transformation. En effet, les 
deux facteurs de la quantité’ sous le radical étant alors de la forme 
X v (x* + amx) , Ç -+• 0 (x* -+- a/nx) , il est clair que si on fait 
x-j-m—j-, les puissances impaires de la variable disparaîtront. 


TV* 


Réduction de la différentielle — a la forme — — 




c*sin.*fy 


(6). Puisque par une première préparation on pent faire ensorte 
qu’il n'y ait pas de puissances impaires de la variable sous le ra- 
dical, nous ferons désormais R = y/ {a, + Sx' + y x*). Nous sup- 
poserons aussi que P est une fonction paire de x; car quelle que 
soit la fonction rationnelle P, on pent toujours faire P = M-f-Nx, 

M et N étant des fonctions paires de x : or la partie — ^ ‘ se ra- 
mène aux règles ordinaires, en faisant x* =ay ; ainsi toute la dif- 
ficulté se réduit à intégrer la formule , dans laquelle M est 
une fonction paire de x. 

a 
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10 PREMIÈRE PARTIE. 

Cela posé, nous allons prouver par l'énumération des différons 
cas, que la différentielle ^ peut toujours se ramener à la forme 
-- °ù l’on a c plus petit que l’unité. 

Premier cas. Supposons les facteurs de <x -f- £x*-f- jx 4 imagi- 
naires, et représentons cette quantité par X*+aI\|*x , cosfi-J-M'.*'‘, 
X et ft étant positifs , et cos fi pouvant être positif ou négatif. On 

fera x s=y'^^.tang ’-i p, et prenant c = sin j 9, on aura la trans- 
formée 

dx i rfa 

R ay/Aj* * 


Second cas . Soit a + £x*+ }x 4 = m* ( i + p*x* ) ( i — - ) ; 

la limite de x étant - , on fera x s= - cos ® et — . -- - = c*, ce qui 
9 <7 p*+9 ’ 1 

donnera 


dx c — liç 

K ~ ~ mp * y(i— r’iiu'j)' 


Si on voulait que la transformée fût positive , il faudrait faire 
col <p = )/ ( i — c‘) tang ce qui donne directement 


x* 

et la transformée serait 


tin* * 

g' + p‘ cos** * 


dx r rf+ 

R ” mp ’ ^/(i — c*«in : +)’ 


Troisième cas. Soit a. + ëx’-\-yx* = /«* ( î -f- p'x *) (x* — g') , 

on fera x— , — , ' — = c*. et ou aura 

cos ç ’ i +p g 

dx __ r A? 

ït m ' y (l — c’ain'f) - 

Quatrième cas. Soit «-(- £x*-f-j x 4 =wi*(i ( i -f- q‘x‘) , 

on supposera p > q , et faisant x = ^ = c*, on aura 


Ar i Ap 

R mp — t’tin'ç)" 


Cinquième cas. Soit a+Cx'-j-jx 4 =/>i* ( i — p'x') (i—q'x'}. 
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on supposera p > g, et faisant px = sin p , ? = c , la transformée 
sera- 


//.r 




H mp * V'Ci — *c*«in*f>)* M- 

Cette formule servira depuAjp: = o jusqua x = - ; le radical R 
serait imaginaire depuis x = i jusqu’à x = mais il redevient 
réel depuis x = - jusqu’à x = oo. Dans ce dernier cas , il faut 
écrire R» =m‘ (p‘x‘— i)Vx*— i) , èt faisant gx=J-, ?= c , la 

transformée sera -- y Si on veut quelle soit'posilivc , 

il faudra, comme ci-dessus , faire cot ç= j/( i . — c* ) . lang -F , ce 


qui donnera directement x* = - 


■c*ain*+ 


<7*coî*+ 


> et la transformée sera 


<*£ _1_ rf* . 

R m/j ' ^(i — c 1 fin*+) * 

formule absolument semblable à la premièTej d'où fl suit que l’inté- 
grale de ^ pour le cas de x > ^ , se déduira toujours de la même 
intégrale , prise en supposant x < 

Sixième cas. Enfin, soit a+6x*-f- yx*=m' (x* — g') (p' — x") , 
alors x doit être compris entre p et g. Soit p~>g , et soit fait 

x =£f> on aura d ’ abord y = mw-r-rw Dans cette fo » 
mule, l’angle -p a une limite; pour en introduire un indéfini, soit 

sin Ü’ =3 c sin ® et c* = - — -2- , on aura la transformée 

P‘ > 


dx 

R : 




m P * V^C* •“ c*8in 9 ç) > 
à laquelle on serait parvenu directement en faisant 


x?= 9 ‘ -■ 

1 — c*tm*f 




(7). On peut remarquer maintenant, qu’abstraction faite do premier 
cas , les valeurs de x* qui opèrent la réducüon cherchée , sont tou- 
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l'ours de la forme £~!~ ■ !* *'." — , où les coefliciens sont conslans. Il 
• C+D&iQ"?’ 

ne s’agit plus que de substituer cette valeur de x ’ dans P , et la for- 
mule se^ji transformée en une autre > < l ans 

laquelle c sera plus petit que fwiité, et Q sera .une fonction 
rationnelle paire de sin <p , laqunR contiendra sin <p au même 
degré que P contient x. 

Nous faisons abstraction du premier cas , parce que la forme de 
la valeur de X est un peu différente , et que d’ailleurs en suivant la 
méthode de l’article 5 , on évite ce cas, puisqu'on tombe toujours 
sur des facteurs .réels. Mais nous reviendrons dans un autre article 
sur le cas des facteurs imaginaires. 


Développement de la formule f 


'sin 1 ?)* 


(8). Nous représenterons dorénavant le radical p / ( I — c*sin*$) 
par A , et aussi par A (®)et A ( c, <p), lorsqu’on le regardera comme 
fonction de <p, ou comme fonction de c et 

Considérons d’abord le cas où Q serait une fonction entière, et 
soit Q = A -(- B sin* p -f- C sin 4 (p etc. ; si on représente pour 

abréger, l'intégrale Ç aln par X“, on aura 


= AZ‘-f-RZ‘-f-CZ 4 -f- etc. 


Mais en diflcrentiant la quantité A cos 1 p siu’ 1-5 ^, on trouve aisément 
la formule 


Acos£sin** —î p=(2À- — ")Z*‘~ 4 — (i-f-c*)(aÂ- — a)Z** — *-4-c'(aÆ — i)Z*'; 

d'où il suit que Z 4 , Z*, etc. peuvent s’exprimer au moyen de Z° 
et Z*, et qu’ainsi dans le cas où Q est une fonction entière, l'inté- 
grale /•¥ est égale à une quantité algébrique, plus une intégrale 
delà forme /( A-)-Bsin*0) ^ " • 


(9). Soit maintenant Q une fonction quelconque rationnelle de 
sin’p ; après avoir extrait la partie entière, et l’avoir traitée comme 
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il Tient d’ctre dit , le développement de la partie fractionnaire 
pourra toujours se faire de manière que chaque fraction partielle 
N" 

soit de la forme; — : — : r- . , n et N étant des coefliciens cons- 

( 1 -4-nian‘t 

tans, réels ou imaginaires. Il s'agira donc de réduire la formule 

/(, + < * , et toutes les semblables aux formules les plus simples 

de la même espèce. Or , si on fait pour uu moment sin <p = x , 
cette formule deviendra 


A 


dje 


(i + (l +c‘)x'+c‘x‘J 


Considérons, pour plus de généralité , la formule 


H* — f 

—JU+nx'yiL’ 

dans laquelle R représente le radical j/( «-f- ; or 4 ) , on trou- 

vera par les moyens déjà indiqués, 

(i+aV' = ( 2/ '- a >(“ - \ + 5) n- 

+ ( 2 k- 4 ) (-1 + %) n*— — (aA— 5) l n»-’. 

De là il résulte que le terme n*, et tous les semblables où A est 
plus grand que l’unité , peuvent s’exprimer en partie algébrique- 
ment , en partie par les quantités FI 1 , IP, n -1 , qui sont les plus 
simples de leur espèce. On peut même observer que si i-f-nx* 
était diviseur de la quantité sous le radical , auquel cas on aurait 

ci — alors la formule précédente aurait un terme de 

moins ; ainsi la quantité ü* ne dépendrait plus que des deux IT 

et n— . 

Donc la détermination de n* dépendra eu général de la formule 




dx 

TC ■ 


et en particulier lorsque 1 + nx * sera diviseur de R*, on pourra 
faire disparaître ce dénominateur, et la détermination de ü* ne 

dx 

dépendra plus que de la formule /( B 4- Cx % ) g-. 
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(10). L’application de ce re'sultat à l’inte'grale J ' ^ fait 

voir qu’en général cette intégrale dépendra de la suivante, 

f( -f* B + C sin*?} 

Et dans le cas particulier où i + n sin*? sera facteur de cos*?. A*, 
l'intégrale pourra être débarrassée du dénominateur , et ne dépendra 
plus que de la formule entière 


/(B -f~C sin'? ) 


dp 

1 % 


Ce cas particulier aura lieu si n = — - 1 , et si n as — c t , alors les 
formules sont f — — — , et f ^nr-, ; il est facile en effet de réduire 
l’une et l’autre à une partie algébrique, plus une intégrale de la 
forme /"( A -f- B sin*p) On peut ajouter à ces deux cas celui de 
J ' . ’l* — , qui est susceptible d'une semblable réduction , et qu’on 
effectuera par la formule de l’article 8. 

11 résulte de cette analyse ,' que la formule générale , ré- 

duite convenablement , contiendra , i\ une partie algébrique ; 
a*, une intégrale de la forme /"( A-+- B sin’?) ~ ; 3’ une ou plusieurs 
parties de la forme J ' t + > dans chacune desquelles les coef- 

ficiens N et n auront des valeurs quelconques , réelles ou ima- 
ginaires. 

Définition des fonctions elliptiques , et leur division en trois espèces. 

(u). Puisque les transcendantes que nous avons considérées, 
se réduisent toujours à ces deux formes y*( A + B sin'p ) , 

/ » J». 

( • | - + n-in.»)Â » ^ est c ^ a ’ r q u e lles sont comprises dans la formule 
générale 

^*A-f~Bsîn 9 ^ dp 

l + ntïifp 'T* 
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Nous appellerons désormais fondions ou transcendantes elliptiques , 
les intégrales comprises dans celte formule. La transcendante II sera 
supposée s’évanouir ou commencer lorsque <p = o ; son étendue 
sera déterminée par la variable 9 , qu’on appellera V amplitude ; la 
constante c, toujours plus petite que l’unité, s'appellera le module ; 
enflVi j/(r — c*) que nous désignerons constamment par b , pourra 
s’appeler le complément du module. 

La quantité H, lorsqu’on ne considère que la variabilité de <S , 
peut se désigner par H (if) ; si on considère à la fois la variation du 
module et de l'amplitude , on peut la représenter par II (c, 9), 
et ainsi de suite , si on voulait avoir égard à l’inégalité des coef- 
ficiens. 

(«2). Il suffit de connaître toutes les valeurs de H, depuis 9=0 
jusqu’à 9= 90* = ^ , et on connaîtra facilement la valeur de cette 
transcendante pour une amplitude quelconque. En effet , soit 
^ i étant un entier, et a un arc plus petit que alors 

on aura 

H(9)=*H(f)±H(«). 

11 en est à cet égard de la fonction II comme des arcs d'ellipse ,' 
et en général des arcs de toutes les courbes ovales composées de 
quatre parties égales et semblables : un arc , quelque grand qu’il 
soit j et renfermant, si l’on veut, plusieurs circonférences, s'exprime 
toujours sans difficulté par le quart de la courbe et une portion de 

ce quart. La fonction déterminée II est en quelque sorte l’unité 

des fonctions II , ou la fonction devenue complète : nous la dési- 
gnerons par II 1 . 

11 ne parait pas que la fonction H , prise dans toute sa généralité, 
puisse se réduire à des arcs d’ellipse ; cela n’a lieu que lorsque 
n = o , ou lorsque quelque substitution peut faire disparaître le 
dénominateur 1 + n sin*9, ce que nous ne croyons pas possible en 
général. Ainsi la dénomination de fonction elliptique est impropre 
à quelques égards ; nous l’adoptons néanmoins à cause de la grande 
analogie qu’on trouvera entre les propriétés de cette fonction et 
celles des arcs d'ellipse. 
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(i 5). Puisque toute inte'grale désignée par > se réduit à 

une partie algébrique , plus un certain nombre de termes qui peuvent 
chacun être assimilés à la fonction H , il s'ensuit qu’on pourrait 
n'admettre, pour les intégrales dont il s'agit, qu'une seule espèce de 
transcendantes , représentée par la fonction H , et dans laquelle les 
cocfliciens A, B, n, seraient à volonté réels ou imaginaires. Mais 
pour bien pénétrer la nature de ces intégrales et pouvoir établir 
cuire elles les comparaisons et les réductions dont elles sont sus- 
ceptibles , il est nécessaire de diviser la fonction H en plusieurs 
espèces distinctes, dont les propriétés deviendront plus sensibles, 
lorsqu'on les considérera chacune isolément. 

J'observe d'abord que les arcs d’ellipse sont contenus dans la 

4 * 

formule H. En effet, l'équation de l’ellipse étant ■= — (a* — x*), 
si on fait x = a sin <? , on aura 

j = b cos Ç, et \/(dx'-\- djr‘) — dp\/ (a , cos*<p4-i , sin*^) , 

formule qui se réduit à dpy/(i —c‘ siu’p) , en faisant a== i ,‘ 
et c* = 1 — b‘. 

Fif. i. Soit donc le demi-grand axe CA == î , le demi-petit axe CB = 4; 
si sur le cercle circonscrit DM'A, on prend l'arc DM' = <p , et qu’on 
abaisse du point M' la perpendiculaire M'P sur le grand axe , on dé- 
terminera sur l’ellipse un arc BM = E , dont la valeur sera 

E = f&d$. 

Cette fonction ou transcendante E constitue l’une des espèces 
dans lesquelles nous diviserons la fonction H ; elle se déduit de 1* 
formule générale en faisant n = o, A = t , B = — c*. 

L’équation de l’hyperbole élant^ss^x* — et’), si l’on fait sem- 
blablement x= — , on aura 

CHS Ç 

•^ == ^7* ct ✓(<**•+ ✓(€•+»• «u»**) i 

mais pour avoir un radical entièrement semblable à celui de l’arc 
d ellipse, il faut prendre d'autres dénominations. Soit donc le demi- 
Fig. ». axe transverse C A — , son conjugué CB = b , la distance du 

centre 
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centre au foyer CF = 1 , l’ordonnée y — b * tang <p , on aura l'abscisse Fi *- 
JC= é^i |/(i — c*sîn*(p), d’où résulte <*/•) = 

Mais en différentiant la quantité A tang <p , on a . 

d( Atang?>) = 1 ^-^+^. 

Donc si on appelle T l’arc d’hyperbole AM qui répond à l’amplitude 
<p , ou dont l’ordonnée extrême PM = b * tang <p , on aura 

T = A tang p — fAdp -f- b' : 

pt l’on peut remarquer que la partie algébrique A tang <p n’est 
autre chose que la tangente MZ terminée par la perpendiculaire CZ 
abaissée du centre sur cette tangente. 

La fonction T est comprise dans la formule H, puisqu'elle s’en 
déduit en faisant A = b', B = — b'c', — 1 ; si on prend cette 

fonction pour la seconde espèce des transcendantes contenues dans 

la formule H , l’intégrale pourra s’exprimer par les arcs E 
et T au moyen de l’équation 

b ‘f^£ = E + T — A tang <p. 

Enfin, comme on peut mettre H sous la forme 

»- a '/t+ g/** + C A, + 1 


U ne restera plus à considérer qu’une troisième espèce de transcen- 
dantes , représentée par la formule 


n =/ô- 


dç 

■ n iin*î ) A ’ 


Telle serait donc la division des fonctions elliptiques en trois 
espèces, si l’on admettait les arcs E et T comme constituant les 
deux premières especes, et c’est en effet la première idée qui se 
présente dans ce genre de recherches. 

(14). Mais, par un examen plus approfondi des propriétés de ces 

3 
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fonctions , on trouve que la fonction F = Ç'^ doit être préférée 
à l’arc d’hyperbole T, pour en faire l’une des trois espèces de 
fonctions elliptiques, et que même cette fonction doit être 

considêre'e comme plus simple que l’arc d’ellipse /Afifp. 

En effet , on prouvera ci-après que la fonction F peut s’exprimer 
par deux arcs d’ellipse ; mais l’inverse n’a pas lieu , et un arc 
d’ellipse ne peut pas s’exprimer par deux fonctions telles que F , 
ce qui indique déjà que la fonction E est d’uue nature plus com- 
posée que la fonction F. Mais cette conséquence se manifeste plus 
clairement encore par l’examen des propriétés respectives de ces 
fonctions. 

La propriété la plus remarquable des fonctions F , est qu’on peut 
déterminer par des opérations purement algébriques , une fonction 
égale à la somme ou à la différence de deux autres fonctions ; d’où il 
suit qu’on peut déterminer algébriquement une fonction multiple , 
sous-multiple ou en général qui soit dans un rapport rationnelavec une 
fonction donnée ; propriété que les fonctions F partagent avec les 
•rcs de cercle et les logarithmes , et qui a lieu quand même ces 
fonctions, considérées comme des intégrales on des arcs de courbe , 
n’auraient pas l’origine commune ç = o , et commenceraient’à des 
points quelconques. 

Les arcs d’ellipse et les arcs d’hyperbole sont de toutes les autres 
transcendantes, celles qui approchent le plus de jouir de la même 
propriété, mais clics n’en jouissent pas d’une manière absolue. 
Ainsi deux arcs étant donnés sur l’une de ces courbes , à compter 
du même point où p = o, on peut trouver algébriquement, uon 
pas un arc égal à leur somme , mais un arc égal à cette somme , plus 
ou moins une quantité algébrique , ce 'qui prouve que les arcs T 
et E sont d’une nature plus composée que les fonctions F. On 
doit donc regarder ccs dernières comme tenant le premier rang après 
les arcs de cercle et les logarithmes (’). 


(’) Ces fonctions réunissent on si grand nombre de propriétés , que quand elTes 
seront plus généralement connues, ou jugera tans doute nécessaire de leur imposer 

/ (ît> 

— , comme on 
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Enfin un motif qui suffirait seul pour faire préférer les fonctions 
F aux fonctions T dans le classement des fonctions elliptiques , 
c’est qu'ou ne peut supposer p > £ rr dans la fonction T , tandis 
qu’on peut supposer p d'une grandeur quelconque dans les fonctions ' 
F et E qui , en général , croissent presque proportionnellement à 
l’angle q>. Or les applications du calcul intégral , principalement 
celles qui concernent la mécanique , donnent souvent lieu d’attri- 
buer à la variable principale p des valeurs quelconques , compo- 
sées , si l'on veut , de plusieurs circonférences. L’emploi des fonc- 
tions T ferait donc naître des embarras ou même des erreurs, ce qui 
n’est jamais à craindre dans celui des fonctions F. 


(i5). Cela posé, les fonctions ou transcendantes elliptiques com- 
prises dans la formule H , seront divisées en trois espèces : 

La première et la plus simple est représentée par la formule 

La seconde est l'arc d'ellipse, compté depuis le petit axe et dont 
l’expression est E = ; 

Enfin la troisième espèce est représentée par la formule 

n = Ç -. — ; — ^ — : elle contient , outre le module e commun aux 

J (1 -+- n sin*î) A ’ 7 

deux autres espèces , un paramètre n qui peut être à volonté positif 
ou négatif, réel ou imaginaire. 

On pourrait croire que le cas où n est imaginaire , diffère essen- 
tiellement du cas où n est réel, et qu’il exige la formation d'une 
quatrième espèce de fonctions elliptiques; mais par des réductions 
et des transformations que nous exposerons ci-après , on verra que 
cette quatrième espèce est inutile à considérer, et qu’on peut ainsi 
restreindre la troisième espèce aux seuls cas où n est réel. Nous t 
regarderons seulement comme conditions nécessaires et communes t 


désigne l'arc dont le sinus est x, ou le nombre dont le logarithme estjr. Il semble 
qu'on caractériserait assez bien U fonction F en lui donnant le Dont de Nom» , • 
parce que cette fonction a la propriété de régler tout ce qui concerne ta com- 
paraison des fonctions elliptiques. Peut-être conviendrait-il en même temps de 
donner les noms d Epinomc et de Paranome aux fonctions E et n qui constituent 
les deux autres espèces. 
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aux trois espèces de fonctions , que l'amplitude p et le module e 
soient réels , et qu’eu même temps c soit plus petit que l'unité. 

Comparaison des fondions elliptiques de la première espèce. 

(iG). Tous les Géomètres connaissent l’intégrale algébrique com- 
plète qu’Euler a donnée de l’équation différentielle 

ix . dy 

V(«-t-C*-r yx‘+/x'+ ,x‘) Cy + y?+ Jy‘+ y) ~ °‘ 

D’après les réductions indiquées dans l’article G, cette équation peut, 
sans perdre de sa généralité , être mise sous la forme 

+ =0 . 

y(» — c*i»ui*ç) ~ l/(i — ^in‘4) 9 

et alors son intégrale est F (<p) -f-F (4) = F (p) , p étant une cons- 
tante arbitraire. Mais la même intégrale trouvée par la méthode 
d’Euler, s’exprime ainsi : 

cos p cos 4 — sin P Sln 4 * — c*sin‘/i) = cos p. . . .(«'), 

et voici comment on peut vérifier ce résultat à posteriori. 

J’observe d’abord que l’équation (d) peut être mise sous l’une ou 
l’autre des deux formes suivantes : 

cos p cos p sin p sin p A (4) = cos 4) , 

cos p cos 4+ s*n P sin 4 A (p) = cos p j ’ ’ ’ ' 

car ces équations dégagées chacune du radical qu’elles contiennent , 
conduisent au même résultat qde l’équation (d) dégagée de sou 
radical. 

Cela posé, si on différentie l’équation (d) après avoir divisé 
chaque membre par sin p sin 4 , afin de faire disparaître le radical , 
on aura 

fiat J i 

( C0S 4 — C0S M cos Q)~t~üdj.( C0S( P — COS P COS 4) = 0. 

Substituant dans celle-ci les valeurs de cos 4 — cos p cos p et 
cos p — cos p cos 4 , données par les équations (b ‘) , on aura 

*9 . <4 _ 

A(0 + *(4) 


* 
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De là on voit que l'équation transcendante F (f) -f- F ( 4 /) = F (u) 
est satisfaite , soit par l’équation algébrique (a') , soit par l’une des 
équations (6'); car ces trois équations peuvent être employées in- 
distinctement l’une pour l’autre. 

Si on avait c = o, la fonction F (f>) se réduirait à l’arc <p, et alors 
ayant p -f" 4 —fi, on en conclurait 

cos ç cos 4 — sin p sin 4 — cos fi 
cos n cos <p -f- sin n sin p = cos 4 
cos ft cos 4 -H s i a /n sin 4 = cos <p. 

C’est en effet ce que donnent les équations (a) et (b') dans le cas de 
c= o , qui réduit à l'unité les radicaux A (jx) , A (<p), A ( 4 ). 


(17). C’est ici le lieu de faire observer, d’après Lagrange ('), que 
si l’on construit un triangle sphérique dont les côtés AB , AC , BC Fi*, 
soient respectivement égaux aux amplitudes fi , <p , 4 > alors les 
angles opposés C , B , A , seront tels qu'on aura 

C cos u — cas 9 COS d / r , • . , 

= — r—, = — 1/(1 — c*sin*it) 

sin ÿ MD q. ' ' r J 

_ CO» $ COS fx COS 4 // , • 

cos B = — — - == 1/(1 — c*stn*9) 

sia /jl sin 4 ’ v 


cos A 


COS 4 COS n cos <f 

sin « sin f 


y/(i — c’sin*4) ; 


d’où l’on déduit 


: c*sin*(p , sin* A = c*sin *4 , 

sin B »in A •* 

sin 0 sin 4" 

Ces équations s’accordent avec les propriétés connues des triangles 
sphériques; elles prouvent en même temps que dans tout triangle 
sphérique formé par trois côtés tp , 4 , W , qui satisfont à l’équation 
transcendante F (p) -+-F (4) = F (fi) , le rapport du sinus de chaque 


Ou 


sin'C = c*sin*/x, sin*B : 

sin C _ 

sin jx ~ 


O Théorie des Fond, analyt. , pag. 85. 
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angle au sinus du côté opposé , sera égal au module (’). Ou voit 
de plus que dans le triangle ABC , les deux angles A et B sont tou- 
jours aigus , et l'angle C toujours obtus. 

Si on fait ensuite F(«)-f-F (6) = F(»), il faudra observer que dans 
le nouveau triangle sphérique qui aura pour côtés /*, 0, », l'angle 
opposé au côté n devra être aigu et avoir le même sinus que 
l’angle opposé au côté /s dans le premier triangle , pour que sou 
rapport avec sin fi soit égal à c dans les deux triangles ; ainsi il 
faudra que l'angle opposé au côté /a dans le second triangle , soit 
supplément de l'angle opposé au côté fi. dans le premier; d'où nait 
cette construction. 

Prolongez le côté AC vers E , faites CD = fl ; du point D et d'un 
t>|. î. iutervalle DE = ja , décrivez un arc qui rencontrera CE en E , et 
déterminera le second triangle CDE , dans lequel on aura CE = 
et le côté v satisfera à l’équation F ( » ) = F (?) -f- F (4) -J- F( fl). 

Cette construction peut être continuée aussi loin que les limites 
des côtés des triangles sphériques peuvent le permettre , c’est-à-dire 
tant que le grand côté n’est pas plus grand qu’une demi-circonfé- 
rence. Et il est évident qu'on pourrait se servir de la même construc- 
tion pour trouver successivement les angles <p, , , <p t , elc. , tels 

qu'on eût F (?.) = aF (?) , F (?,) = 3F (?), etc. , ce qui servirait à 
la multiplication de la fonction F. Mais , nous le répétons , ces 
constructions ne peuvent s’étendre que jusqu’aux limites des triangles 
sphériques , tandis que l’analyse ne connaît aucune borne. 

11 est bon de remarquer que la considération du triangle sphé- 
rique ABC offre un moyen fort simple de vérifier l'intégrale (a'). 
En effet si en regardant ft. et C comme constans , on fait varier 
infiniment peu les côtés ? et 4 > on aura Aa = S b, ou — - dp cos A 
= d\ cos B; mais on a trouvé cos A= A(-\f.) et cos B= A (?); donc 

, <* 4 - 

a U) 

Ainsi une application fort simple de la trigonométrie sphérique 


(‘) Un antre triangle sphérique formé par les trois angles f , 4 > i8o ’ — u ^ 
et par les trois côté» B, A, 180* — G, satisferait également à l'équation 
E (?) -h F ( 4 ) =F(f«). Mais le rapport qui était c dans le premier triangle, de- 
viendrait - dans celui-ci. 
c 
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aarait suffi pour trouver l'intégrale algébrique complète de l'équa- 

tion transcendante — 'f 9 ■ -4- ■ = o. 

Mf) M4) 

(18). Etant donne'es deux fonctions elliptiques de première espèce 
F ($),F(4), si on veut trouver une troisième fonction F(yti) égale 
à leur somme, il faut déterminer /m par l'équation (a') , ce qui don- 
nera les formules 


sin f/. — 
cos p = 
A (f0 = 

tangft = 


«in p en» 4. A (4) - f- sin -J. cos 0 A (a) 

I — t’ara'O ain*4 

cos a co« 4 — sin a sin 4 A (a) A (4) 
1 — c* sin’a «in’4 

A (a) A (4) — ç*sin a sin 4 cos 9 cos 4 
1 — tHin’asin*4 


tang 9 A(4)-t-««os -i- A (») 

I — tang a tang 4 A (a) A (4)' 


D'après cette dernière formule , si on prenait deux angles auxiliaires 
4', tels que 


tang $' = tang $4(4) et Un S 4 = tang 4 A (f)» 
il en résulterait 

/* = $' + 4; # 


ce qui est un moyen de calculer aisément l’angle fi par les tables 
des sinus. 

Si l’on fait n= j 'K , c’est-à-dire, si l’on a F ($) -f- F (4)= F', les 
deux fonctions F($), F(4) seront en quelque sorte complément 
l’une de l’autre , puisque leur somme est égale à la fonctiou complète 
F'; alors on aura immédiatement par l’équation («'), 


b t«tg $ tang 4 — 1 t 

c’est la relation nécessaire entre les angles $ et 4 « pour qu’on ait 
F ($) -+- I Q4) = F (i •» ) = F'. On en déduit pour l’expression 

de 4 en ? > 


sin 4 = 


COJf 

M?)* 


COS 4 — 


b tin < p 
A (0)’ 



(19). Etant données deux fonctions F ($), F (4), si on veut con- 
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n al Ire une troisième fonction F (/*) qui soit égale à leur différence , 
ensorle qu’on ait 

F (?) — F ( 4 ) = F (fi ) , 


la solution de ce problème se déduira aisément de celle du problème 
précédent, et on aura pour résultat les formules 


sin fJL — 

COS/4 = 

a(m) = 

tangM= 


sin ^ cob 4 . A (4) — *»n 4 co» 9 &( $) 
1 — cVio'f *in*4 

coa t co» 4 dn P sin 4 A (?) A (4) 

1 — c^siiKf ain'4 

A ($) A (4) - f~ c * sin y sin 4 co * 9 COi> 4» 

1 — c^Mn'ftlnVlr 
tang» A (4) — tansd.A(?) 

1 -f- tang t tang 4 A (?) A (4) ' 


Si dans celte dernière formule on fait tang 0' = tang ?A ( 4 ), et 
tang 4* = tang 4^ (?) , on aura n = ?' — 4 - 

Ces formules pour la différence se déduiraient des formules pour 
la somme, en changeant simplement dans celles-ci le signe de 4» et 
conservant A ( 4 ) positive. Il est inutile d’ailleurs de faire observer 
l’analogie qui règne entre les valeurs de si* u . , cos /a, et celles de 
sin ( ? ± 4 ) > cos 4) » e ^ es coïncideraient entièrement si l’on 
avait c = % • 


(ao). Puisqu’on connaît algébriquement l’amplitude de la fonction 
égale à la somme ou à la différence de deux fonctions données , 
il est clair qu’on peut trouver algébriquement une fonction multiple 
d’une fonction donnée, et qu’en général on peut résoudre sur la 
multiplication et la division des fonctions elliptiques de la pre- 
mière espèce, les mêmes problèmes qu’on résout sur la multipli- 
cation et la division des arcs de cercle. Désignons par 0. l’amplitude 
de la fonction qui contient n fois la fonctidh dont l’amplitude est < p, 
ensorte qu’on ait F ($„)=nF (4); il s’agirait d’avoir l’expression gé~ 
nérale de sin et cos ?„ , par le moyen de sin et cos 0. 

Les cas extrêmes n’ont aucune difficulté. Si on a c — o, alors 
? „ = np , et l’expression de sin ç . , ainsi que celle de cos 0 , , se 
déduisent de la formule connue 

cos ?,+ y/~ 1 .sin 0, = ( cos 0~h \/ — 1 sin?)’. 

• Si 
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Si on a c= i , alors la fonction F (?) devient J ' , de sorte qu'on a 
F (?) = ï log Q-i -J- p , et la formule pour la multiplication des 


fonctions est 


i -+■ fin ». f \ -f- >in p \* 

I — sin \i — »in ç) 


La difficulté est de trouver l'expression générale de sin p. , lors- 
que c a une valeur quelconque entre o et i. 

(ai). Considérons d’abord le cas le plus simple, qui est celui de 
la duplication ; il suffira de faire -j. = p dans les formules de l’ar- 
ticle 18, ce qui donnera 


sin p, 
cos p, = 
*(*.)«- 


a sin ç cos 9 A (45) 

""" 1 — c*sin 4 p 

1 — a sin*^ c*sin 4 $ 

1 — c*sinV 

T — ac a sin* ft -{- cSin 4 * 
l — c*sin 4 f 


. *angi?, = tang?A(p). 

I.a dernière de cc^formules se déduirait immédiatement delacon- 
sidération du triangle sphérique ABC qui , étant isoscèle dans le cas Fig. J. 
dont il s’agit , donne tang j BA = cos B taug BC = tang ?A(p). 

Ainsi en prenant l'auxiliaire B, telle que sin B = csin p , on aura 
<p , par l'équation tang ( p, = cos B tang p ; on trouvera semblable- 
ment p 4 au moyen de p, , p, au moyen de p 4 , etc., de sorte que la 
fonction F sera multipliée par a\ 4 , 8 , 16, etc. 

Réciproquement, étant donné p, , on trouvera ? par l'équation 


sm p : 


un i f. 


VTi + iA(fÔr 

ou bien , appelant par analogie p ± l’amplitude de la fonction qui est 

V ' ' 1 » 

égale à la moitié de F (?) , on aura 


sm ? , 


«in i » 


KU + ia) 


Si l'on fait c sin ? ss sin C, ce qui donne A = cos S , on aura plus 

4 
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simplement 

• _ $in J 9 




et on satisfera ainsi à l'équation F (<p, ) = i F (p). 

a 

On trouvera semblablement les amplitudes p, , p , , etc., par 
^ ï i 

lesquelles^» bi6cction de la fonction F (p) peut être continuée in- 
définiment. 


(22). Venons à la multiplication par un nombre quelconque. Pour 
cela, considérons trois amplitudes consécutives , qui, 
suivant l’indication, répondent aux fonctions multiples (n — i)F, 
«F, (n-f-i) F. Les formules pour la somme et la différence de deux 
fonctions, s'appliqueront aux équations F (P.+i) = F (ç.) 4* F (p) , 
F ( p._, ) = F (p.) — F (p) , et il en résultera 


sin p. + , + sin p._, : 


HA cos $ sin Ç n 
I — c'»in a ^sin*f* 


, _ 9 cos 6 «in 

COS COS , . 

r«-fi 1 T* 1 | C*8in*f SW*fa 

* 

Ces formules où A et p restent conslammcnt^es mêmes , tandis 
que n varie , paraissent aussi commodes qu’il est possible pour 
en tirer les valeurs successives de sin <p, , sin p,, cos <}>,, cos p 3 , etc. 

Soit, pour abréger, aA cos p=p, 1 — c*sin 4 ip = q , c"sin 4 ^ = r, 
on trouvera pour la suite des sinus , 


sin p, s= - sin p 
P r 

• - P* — “ 0 * • 

sin —sin a 

• ( * "f" r) P* - 1 30 * • 

Sln <P< == q> — 7f "" P9 Sm <P 

sin Pi — 6iu <p 

ŸS q i —5rp‘q'+r(r + 3)p>q-—rp' 

etc. , 


et pour celle des cosinus, on a , en faisant de plus s = 1—2 sin'f+r 
= acos*p — q , 
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i — a«in*f+' - * 

cos *.= =- 

cos p 3 = — cos p 

T if' — rp' T 


3 7 


cos p 4 =' 


3 g* — aif'p'f-'ia'ç -f- 


q*—ip* 


- » - -) « * 


etc. 


Mais ces expressions étant entièrement développées., do viennent fort 
prolixes, et leur loi est très-difficile à apercevoir. 

Lorsqu’il s’agira de calculer trigonométriquement p n par le moyen 
de p , on y parviendra aisément de cette manière. Les deux formules 
générales étant divisées l’une par l’autre donneront 


«in p,+, -1- »in g._, 
cos ?. +1 + cos*,_, 


Atang?»., 


ce qui se réduit à cette formule très-simple , 


tang C ï 9.+.+ î 9.-x ) = à tang p. ; 
d'où l’on tire successivement 

tang î P, = A tang p 
tang (i 9, + i p) — A tang p, 
tang (i 9i + ï 90 = A tang <p, 
etc. 

On connaîtra ainsi successivement par un calcul fort simple , les 
valeurs de etc. On pourrait aussi procéder par de plus 

grands intervalles pour arriver plus tôt à un terme éloigné ; car o/l a 
semblablement 


t» n g ( t 9.+. 4- i 9.-0 = A» tang * v 

Ai étant le A qui répond à l’amplitude pi. 

(a3). La division d’une fonction elliptique donnée de première 
espèce en un certain nombre de parties égales , est un problème 


aS PREMIÈRE PARTIE. 

algébrique qu’ou résoudra par le développement des formules qui 
servent à la multiplication. On a déjà vu les formules pour diviser 
par a ou par une puissance de a. Supposons qu’on veuille diviser eu 
trois parties égales la fonction F ; on appellera <p, l’amplitude de la 
fonction donnée, et Q celle de la fonction qui en est le tiers. Fai- 
sant donc sin = a et sin tp — x , on aura pour déterminer x , 
l’équation 

3.r — 4 ( t H- c*) x 3 + — cfr* 

tl i — b\ 4 e ' ( l -f-e ) x 1 — 3 c'x’’ 

équation qui est du neuvième degré. Elle serait du degré vingt-cin- 
quième pour la quintiseclion , et ainsi de suite. 

Les équations sont moins élevées de moitié lorsqu’il s’agit de di- 
viser la fonction complète F' en un nombre impair de parties ; il en 
est à cet égard de la* division des fonctions F, comme de celle des 
arcs de cercle ; tandis que la division d'un arc quelconque en n 
parties égales , exige la résolution d'une équation du n m ' degré , 
celle du quart de circonférence n’exige que la résolution d'une équa- 
tion du degré - ■ 

Supposons en général <p.= î ir, afin qu’on ait F (ç) — i F', on 
aura donc aussi F (?._,) +F(<f , i )= hF (<p) = F' ; ce qui donne la 
formule tang ( <p, , ) = i cot ç , , d’où l’on déduit 

tang = j cot <p 
tang Ç>„_, = - b cot <p. 

tang <p»_ 3 =c ~ cot f, 
etc. 

Mais à cause de <p„ = ^ ir, on a 

tang ?.-.) = A tang<p._, 

tang (1 <P„-. + ï = A tang <p„_, 

* etc. 

De là résultent des formules assez simples pour déterminer Q.x, , 
?.-•> etc. ; développant celles qui donnent <p t , etc., on aura 


— y cal<p 
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par la rencontre de ces deux suites , l’équation qui doit détermi- 
ner <p , et le calcul sera moins compliqué que par le développe- 
ment de sia ou de cos p.. 

Lorsque «= 3 , on aura immédiatement tang (•J'jr-f-ÿ<p)=y cotip , 

ou b sin p = A ( 1 — sin p). Soit sin p = x , et l'équation pour dé- 
terminer x sera 

0=1 — ax -f- — c’a : 4 : 

c'est l’équation qui donne la trisection de la fonction F', et on voit 
que son degré = <l 

Lorsque n = 5 , il faudra éliminer p, des deux équations 
tang ($■*■ + i<pj) = ~ col? 
tang (ï<Ps + ï ^>) = ^ tang <P. , 

et ensuite mettre au lieu de tang p t sa valeur — — f cc ” 9 ; ou 

0 1 — a *111*9 -f- c a Ma 4 f ' 

obtiendra ainsi , en faisant sin p = x. 


1 + * 
bx 


t/( I — c*x* ) = 


T a.r — ac’.r’ — c’x* 

1 — ax -J- ae’x' — c*x> ' 


équation pour la quintisection de la fonction F‘, laquelle étant entiè- 
rement développée, montera au degré ta 


(24). Revenons à l’cquation de la trisection ; elle offre dans sa 
résolution quelques particularités qui méritent d’être remarquées. 
Soit d’abord x =jr-+- -j, cette équation deviendra 

T,=°- 

Supposons que le premier membre soit le produit des deux facteurs 
j' — pj + ‘hj'+PJ — r, on aura pour déterminer/», 9, r, les 

équations q — r = p' — ; , qr — , p(q -f* r ) = ^ — 1. Des deux 

premières on tire (? + r)'—p l — 3 />* -(- 5 , et celte valeur étant 
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substituée dans la troisième , il en résulte l^\ 

ou ( p ’ — 1 y= Soit donc 

et ou aura p * — i = k, ou p = |/( i + k ) •, d’où résulte 

+ **-*+!) 

Ainsi les quatre valeurs de y seront 

jr— i l/(i+A) rfa i ÿ[ 2 —k — a v/( i— À-fÂ*}] 

JT = — ï ✓(»+*) ± î V[?~ *+ a /(t— *+**)]. 

Les deux premières sont imaginaires, et des deux autres, il n’y a 
que la racine positive qui convienne à la question , ainsi on aura 
J + i, ou 

siu <p=i — i /(, 4 -A) + i i/[a— A+ 2/(1 — k +£•)]; 

de sorte que cette valeur pourra se construire géométriquement, 
lorsque k sera donné. Or, quel que soit À, on a 

C * + V'C» + **) * 

valeur qui est toujours comprise entre les limites 1 et o. 

Soit k = 1 , on aura c* s= - _^ a ^, a = a (|/a — 1 ) et 

siu $> = i— i p'a+i j/3. . 

Soit k s= a , on aura c'— j = b‘ et 

sinp = i_ i »/3 + v/Ci/5) 

cos’p =( 1 — y'3)y'(i^3)z={/(ai/3— 3). 

Voilà deux cas dans lesquels la trisection de la fonction F 1 se fait 
par de simples extractions de racines carrées. 

Les applications que nous aurons occasion de faire par la suite , 
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* exigent quenousconsidérionsencoreIccasdec=jj/(a+^ / 5) = cos—, 

et celui de es î l/(a — t/5) = sin — . 

Soit d’abord c = j y'Ça + y' 5), C n aura P= ~ — -L ; 

donc A- = — \/ 2 ; d’après cette valeur on trouvera 
sin p = y/3 — 

Mais comme les re'ductions pour parvenir à ce rc'sultat seraient 
fort pénibles , il est plus simple de revenir à l’équation primitive 


o = i — ax + (a* 3 — x*), 

et on vérifiera facilement que cette équation est satisfaite en fai- 
santes:: j/3 — I ; alors on a sin"p = 4 — -aj/3, cos*<p=ay/3 3, 

et tang*?= » ou tang? = C est la valeur de <p qui 

donne F (?) = j F', lorsque c = cos 


Soit maintenant c= ; |/(a — j/3),onaura encore k' = 

k — l/a = (4 + 3 v/3 ) y' 3. 


I 



y 


et 


La substitution de cette valeur dans la formule générale, fera 
connaître sin <p ; mais pour parvenir au résultat le plus simple, 
voici la route qu’il faut tenir. 

Je reprends l’équation générale o = i — ax -4- c*(ax J — x* ) ; je 
fais x’= i — y , ce qui revient à supposer y = cos 1 ?, la transfor- 
mée sera 

o = c*y* -+■ 63 V*/* +43* (3* — c')y — 33‘. 

b * 

Soit y = -z , on aura de nouveau 

C 

. o = z<-f-6s*-f- ^ — y)i — 5. 

Dans le cas présent, on a - — ~ sa 4 (3* — c*) = a j/3j de 

sorte que l’équation devient 

o =s; ï 4 +6z* -j- 8 1 /â.z — 


3. 
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Cette équation e'tant divisée par z -f- y/3, facteur inutile pour notre 
objet, le quotient est 

o= z’ — z*i/3+ gs— - y/5. 


Soit enfin z— - 


1/3 


et la transformée sera 
o = v 3 -j - Gif -f- a , 


# 3 ■*’ 3 ,3 

d'où l’on tire v — y/ a — y/4. Soit y/4=m,et on aura e = { m' — m ; 
. m* — am + i b 

c 

m — 1 


donc z — ■ 


V* 

donc enfin cos ? 


-, y = -2=C 2 +v/3)s 


* — am+i 

T-=C0S'?; 


ay/3— 3 

t/(av^— 3) = C 0 \J (^)- C ‘ est !’«- 

pressionla plus simple par laquelle on peut déterminer ? pour satisfaire 
à l'équation F (?) = j F', dans le cas de c=i y/( a — t/3)=sin— • 


Pour effectuer entièrement la trisection de la fonction F‘, il 
faut encore avoir la valeur de ?, qui donne F (?,) = § F' : or ?, est 
facile à déduire de ? , soit par les formules de la duplication, soit 
par les formules particulières 


La première résulte de l'équation b tang ? tang = i qui a lieu 
(art. 1 8 ) lorsque F (?) -|- F ('JO = F 1 ; la seconde résulte de la combi- 
naison des équations tang?,= tang ) ?.=A(?) tang ?= 

et £sin?=A(i — sin ?). La formule cos?.= i — sin? est d’autant 
plus remarquable qu’elle ne contient point le module c , et 
qu’ainsi elle a lieu quel que soit le module. On aura donc aussi 

rationnellement sin ?, = ^? ( i— sin*?). 

La valeur de sin ?.pcut être déterminée directement par la trisec- 
tion de la fonction F (■»■), car il est évident qu’on a F (? t )=5F*= j F (ir). 
Soit donc sin ?,=/ , et en faisant dans la formule.de la triplication 
( art. a3 ) a = sin ie = o , on aura pour déterminer./ , l’équation 

o=3 — 4 (r +c*)/*-f- 6cy * — c 4 /’, 

qui n’a que la difficulté du quatrième degré. 

(a5). 
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. ( 3J )' Occupons-nous maintenant de l'équation pour la quiulisec- 
Uou, qui étant entièrement développée, devient 

0 = 1 — 4 Jr ‘~h^‘x 4 4 - 4 ^'cV r* — Scfr'-f- / t c f jc'° — c‘x" 

3 x [ 1 5 c' x‘ -+- ( 6c* +4c« )x * — ( 4 c*-f-Gc < ) x* -f- 5 t 4 x' — c'x'*]. 

I ^ onr ^ onncr au -oins quelques exemples particuliers de la réso- 
Jution de cette équation, on pourrait attribuer une valeur à x ( en 
•i)aut soin quelle fût plus grande que la racine de l’équation 
° I ~ 2 - r ~ 4 JC ‘)» et d après la valeur supposée de x, on voit que 

c ‘ se déterminerait par une équation du troisième degré. 

Mais la recherche des cas particuliers de solution, est une question 
d analyse indéterminée qu'on peut résoudre plus facilement de la 
manière suçante. 

Soit p 1 — • c x* , rj = ax (1 — c*x*) , et l'équation de l’article a 3 
scr| 

P + <1 __ C * -+■ •* ) U( 1 — c*x*) 

P — <7 A*- 

l.levant chaque membre au quarré , et retranchant de part et d’autre 
1 unité, on aura 

ipg __ p + g 

(.P — 9)* A'x- ’ 

Soit p = mq , celte équation donnera /.»,« — ( m -fr «U"»— 0 * . 

soit donc encore , 

C" 1 +t)(m— i)‘ 

am * 

et on aura , en remettant la valeur de 7 , b'x = n ( 1 — c'x*), ce qui 
donne * 

c*= — ~ " . 

sr x — nx* 

jt 

Mais de 1 équation p = mq, ou 1 — c'x* = smx ( 1 — c*x’) ,011 tire 

f .« awj— » 

amx J — jV t 

Egalant ces deux valeurs de c*, il viendra 0=1— (am-4-n).r-f-x*. 

De là se déduit une solution générale fort simple du problème que 
oous nous sommes proposé. Ayant pris pourm une valeur quelconque 

5 
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comprise entre i et — — ' = i .618 (car ces valeurs répondent aux 

lirai tes c = 1 et c = o) , on eu déduit — — ; ensuite 

J 1 am ’ 

x = m + ih— i/[(m + in) 9 — i], 
c* = 



• 3 5 

Soit , par exemple , « = - , on aura n = — , de "là 


77 — 5i/i45 

- g 

_ 767 -a Sy/!^ 

7 G 7 + a5p'Î45 

D’après celle valeur du module c et celle de x = sin ? , on satisfera 
à l’équation F (?) = j F" ; ensuite il sera facile d’avoir les valeurs 
de P. j , ?*, par lesquelles on achèvera de diviser en cinq parties 
égales la fonction complète F’. 


(26). Nous avons fait voir comment on trouve la relation entre 
?„ et ? , pour que F (?„) = nY (?) , n étant uîi nombre entier. S’il fal- 
lait trouver la relation entre p et 4 pour que F (4) = — F (?) , m et n 

étant des entiers, on prendrait un angle auxiliaire a , tel qu’on eût 
à la fois «F (-4) = F (») et mF (?) = F («). La première condition 
, donnerait une équation algébrique entre les sinus des angles 4 et «, 
la secoude en donnerait une entre ceux des angles ? et at ; d’où 
éliminant a , on aura la relation cherchée entre ? et 4* 

En général on voit qu’il sera toujours possible dé satisfaire par 
une équation algébrique à l’équation transcendante 

o = mF (?) -f- «F (4) -f- pY (a») + etc. , 

les coeffieiens m,n, p , etc. étant des nombres entiers à volonté, 
qui n’aient .pas tous le même signe. C’est une conséquence toute 
simple de ce que l’équation transcendante F (?) -f- F (4) ="F (p) 
est représentée par une équation algébrique. 

(37). De là il résulte qu’on peut toujours trouver l’intégrale algé- 
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brique complète de l'équation différentielle 


m<fp , 

V/(i — c*ain*p) ^ (i — t*iin’4) ° ’ * 

rn et n étant des nombres entiers ; car l’intégrale est d’abord 
mF (<p) db «F (4) = const. Et si on suppose que lorsque 4 = o , on 
ait <p —/â , la constante sera mF (p), et on aura l'intégrale 


mF (0) =fc nF (4) — mF ( fi). 

Soit a une auxiliaire telle que F ( p.) == F (9) tfc F (a») , on aura 
en même temps mF (a») = «F (4) > si on exprime ensuite ces deux 
équations en termes algébriques , et qu’on élimine « , on aura l'in- 
tégrale algébrique cherchée dans laquelle fi sera la constante ar- 
bitraire. 

En général, si on avait l’équation suivante, dans laquelle m, 
n , p, etc. sont des entiers positifs ou négatifs , 

mdç , nA pA'j 

° t/(i — t'fm'f) ' (i— c*«in*4) |/(i — c*aiii‘j) ' e * c " > 


l’intégrale complète sera F (p) = mF (<p) -f- «F (4) -f- ^>F (<*)-(- etc. , 
pl étant la constante arbitraire , et cette intégrale pourra toujours 
être représentée par une équation algébrique , quel que soit le 
nombre des termes , pourvu qu’il ne soit pas infini. 

Si on désigne par R (x) le radical \/( a-f- 6x4->x*-f-<Lc’-f-Fx‘) 
et par R (y) , R (s), etc. des radicaux semblables en /,i, etc. ; si 
de plus m j n ,p, etc. désignent des nombres entiers positifs ou 
négatifs , il est clair que l'équation 


■ 4- -l. P* _l_ e l c 

’ jJCx) + Rfy) + RW +elC ’’ 


pourra toujours être réduite à la forme précédente , et qu'aiusi elle 
aura toujours une intégrale algébrique complète. 

Rien n’empêcherait de supposer que z et les variables suivantes 
fussent des fonctions algébriques données de x ety , alors l’équation 
précédente ne renfermerait que deux variables , et malgré l'infinité 
de formes dont elle est susceptible , elle admettrait toujours une 
intégrale algébrique complète. C’est peut-être la seule manière de 


J- 
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généraliser le résultat d'Euler, concernant l’équation + 
Lagrange s’est proposé de trouver des cas d’intégrabilité de l'équation 
•ç~ + o , sans supposer que les deux polynômes X et Y 

sont entièrement semblables ( 1 ) ; mais il ne parait pas que les re- 
cherches de ce grand Géomètre l’aient conduit au-delà de l'équation 
d’Euler; car l’équation qu’il donne page 1 19, comme étant plus 
générale, s’y ramène immédiatement eu faisant e=À*y, et donnant 
au coefficient k une valeur convenable. Ainsi il est très-douteux 
qu'avec deux termes seulement , lequa(ion d’Euler puisse être géné« 
raliséc ; mais avec un plus grand uombre , on voit quelle admet une 
grande extension. 


(28). Puisque les fonctions F peuvent être multipliées ou divise'cs 
à volonté , cette propriété fournit un moyeu assez simple de les 
évaluer par approximation. D’abord nous supposerons que <p ne 
surpasse pas j-ir, car suivant l’article ia, tous les cas se réduisent 
à celui-là. 

Cela posé, on déterminera <p, par l’article ai , de manière que 


dp. 


F (<p. )= Ï F (?) , et l’intégrale f ^ aura une étendue moindre 


que Ç , de près de moitié , si c n’est pas trop près de l’unité. 
Par une seconde bisection , on peut faire ensorle que F(p,)=jF(ç) , 


et l’intégrale que représente F (f>,) aura encore une étendue près 

4 

de deux fois moindre, ainsi de suite. Mais lorsque l’amplitude 4. 
de la formule qu’on considère est devenue très-petite, la fonction 
F(4) se réduit scnsihlement à l’arc 4- Donc quelle que soit la 
première valeur de $ , la fonction correspondante F (<p) sera égale 
au dernier terme de I4 suite <p , ,/,p, , gf , , etc. , et dans la plupart 

des cas , on obtiendra cette limite par un calcul assez court. 


n 


(‘) Mémoires de Turin , tome IV. 
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EXEMPLE. 


Soit proposé de trouver la valeur 

= sin y 5 ’ et tang ç = yj (-^3), on 
l’art, ai , ce qui suit 

<p =47' 3'3o' 9 i 
9 i — a 5 56 5.64 
<p. — i 3 6 30.98 
(p, = 6 *35 40.74 
p , = 3* 18 8.75 
etc. 

Les deux dernières valeurs donnent 


de F lorsque c = y/ 
trouvera par les formules de 

. S = 45 * o' o* 00 ^ 

^ = 24 40 10.94 

6, = ia 5g i5.83 

G , = 6 aa 8.40 

■ 

etc. 


8p L = 5 a" 45 ' a 5 *.ga 
= 5 a 5 o ao .00 


Leur différence est 54 *.o 8 j et comme par la nature de ces approxi- 
mations, un résultat doit approcher de la limite environ quatre fois 
plus que le précédent , nous ajouterons au dernier résultat le tiers 
de la différence 4 ' 54 *.o 8 , qui est 1' 38 ". o 3 , et nous aurons ainsi 
pour la valeur de F, l’arc très-approché 

5 a“ 5 i' 58 *.o 3 , 

qui en parties du rayon = J X 0.5874013 = 0.9326878. 


Cette méthode pourrait devenir très-longue lorsque c est fort 
près de l’unité, et <p peu different de 90" : nous en donnerons ci- 
après une plus*expédilive. 


Application à la Lemniscate. 

(29). La Lemniscate est, comme on sait, une courbe du quatrième fi* 4. 
ordre qui a pour équation (x* — _/’)• O* 1 suppose 

le demi-axe CA = a , l’abscisse CP = x , et l'ordonnée PM =j~; 
si de plus on fait la corde CM = s, on aura en fonctions de s, 

x — » ï = \ y/ ( (c~T^) > d ’ où rdsullc rarc > 
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/ 


/ — a % dt 


Soil encore : = a cos p , et c* = on aura 


a 


- f J* = — Y (a ) , 

a J (i — t^ain» y a * 

restait auquel on serait parvenu directement en faisant 


x = aA cos 0 


J ■ = -çg sm tp cos <p. 


Avec ces valeurs où A est toujours pris positivement, suivant notre 
usage, on suit la courbe dans tout son contour , de celte manière : 

Dans le premier quart AMC , les valeurs de 0 s’étendent depuis 
0 = o jusqu’à 0 — ~ ir ; dans le second quart CNB , elles s’éleudent 
depuis 0 = ', vr jusqu’à P — rt.; dans le troisième quart BN'C, depuis 
0 = 'X jusqu’à 0 =|-JT , et enfin dans le quatrième CM'A , depuis 
0 = | ir jusqu a 0 = a ir. 

Cela posé , si l’on fait = î , on anra s = F (0) ; mais quelle 

que soit la ligne qu’on prend pour unité, on voit que les arcs de 
la Lemniscate jouissent de toutes les propriétés des fonctions ellip- 
tiques de première espèce , c'est-à-dire, qu’ils peuvent être ajoutés , 
retranchés ou divisés algébriquement comme les arcs de cercle. 
Ainsi étant donné un arc quelconque MO , on peut , à compter 1 
d’un point donné II , déterminer algébriquement un autre arc III 
ou HL qui soit dans un rapport rationnel donné avec l’arc MO. Il 
suffit pour cela de déterminer 0 d’après une équation de la forme 

F (S) — F (a) = db ^ [F(p) — F (y)] , à laquelle correspond toujours 
une équation algébrique. 


A plus forte raison peut-on diviser un arc donné MO en un cer- 
tain nombre de parties égales. Par exemple , s'il s’agit du quart 
de la courbe AMC, on déterminera son milieu K. au moyen de l’équa- 
tion sin'ip = — 7 ™ > ou par la corde CR = 7 cos 0= 1/(2 ^/a — 2); 

si l’on veut déterminer l’arc AM égal au tiers de AOC , il faudra , 
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d'après l’art. 3/ t , faire cos <p = y/(ay/3 — 3), ou prendre la corde 
CM= U[>l/(«t/3— 3)]. 

Les arcs de la Lemniscate représentent les fonctions 'elliptiques 
de la première espèce dans le cas où le module c= = J. II 

serait assez curieux de rechercher s’il y a quelque autre courbe 
algébrique dont les arcs représentent la fonction F pour une autre 
valeur de c; mais cette recherche ue laisse pas d'être difficile. 

Elle ne présenterait aucune difficulté si on admettait Jes arcs de 
cercle et les logarithmes dans l’expression des coordonnées. En effet 

** J-i « 

il s’agit de satisfaire à l’équation dx* + dj‘ = , laquelle peut 

être mise sous celte forme 

dx' -f- dr' = C cos * l + . 

J (i— c*»inV)* 4 ’ 


c’est ce qu’on obtient généralement par les valeurs 



dp (cos p cqa 4 — b »in t sin 4. ) 
i — c*6În J f 

dp (cos p «tin «j- + h sin 9 co§ ) 
1 — chin’p 



dans lesquelles on peut prendre à volonté sin 4 en fonction de sin 
et cos p. Pour nous bornera un cas particulier, soit 4 — 0 , on aur% 


dxz=. 
dj — 


dp cosp 
1 — c*sin*^ 
b dp .«-in p 
1 — c* «in* p * 


d’où l’on déduit en intégrant 

* = ±log(l±S£ï) 

ac ° \ 1 — c sin p / 

1 . /C CO§ Q\ 

jr=-arc tang(— j. 


La courbe décrite d’après ces deux équations , sera donc telle 
qu’un arc quelconque s , compté depuis <p%= o, aura pour valeur 
F (<p), et représentera généralement une fonction elliptique de pre- 
mière espèce , quel que soit son module. 


4 ° 
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Application au mouvement du pendule simple.' 


(3o). Les fonctions elliptiques de la première espèce reçoivent 
une application immédiate dans la détermination du mouvement du 
pendule simple. Soit i la gravité , L longueur du pendule , H la 
hauteur due à la vitesse dans le point le plus bas , 4 l’angle dont le 
pendule est écarté de la verticale au bout du temps t , on aura 





Cette formule générale offre deux cas à considérer , selon que 
— sera plus grand ou plus petit que l'unité. 


Dans le premier cas, il est clair que le corps tournera sans cesse 

dans le même sens , et aura dans ses révolutions successives les 

mêmes vitesses aux mêmes points de la circonférence. Soit 

aL J . 

-n- = c*, et on aura 


= 


*<n 


l/(i— c’»in*ï 4) 


L.F(H); 


d'où résulte le temps d'une révolution entière 


T = acy/L.F*. 

Dans le second cas qui est proprement celui des oscillations, on 

JJ 

fera jj- = c* , sin ~ 4 = e sin <p , et on aura 

'=> /L /p<T=Ssf«=V /L - F C*)> 


donc le temps d'une demi-oscillation = y/L-F’, et le temps de 
l’oscillation entière T = ay/L.F‘. : 

Lorsque les oscillations sont infiniment petites, onaF' = ~'?r, et 
T = ef\/L, ce qui s’accorde avec les formules connues. 

Puisque le temps employé à parcourir un arc quelconque , à 
compter de la verticale, est représenté par une fonction elliptique 
de la première espèce, il s'ensuit qu’étant donné un arc parcouru 

dans 
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flans le temps t , on pourra trouver algébriquement un autre arc 
parcouru dans uu temps multiple de t , ou en général eommensu- 
rable avec t. On peut aussi trouver un arc tel , que le temps par 
cet arc , soit égal à la somme ou à la différence des temps par 
deux ou plusieurs arcs donnés, et cela, soit que ces arcs aboutissent 
à la verticale, soit qu'ils n'y aboutissent pas. 

Si on veut diviser eu deux parties égales le temps de la demi-oscil- 
lation, il faudra , suivant les formules connues, faire siu* p = - ^ , Fig. s. 

ce qui donnera sin i^=csiu p = ^/(i — b). Donc si AB estl’arc 
de la dcmi-oscillation, et qu’apres avoir divisé l’arc AB en deux 
également au point i , on prenne l’arc AO tel que la corde AO 
soit à la corde AI comme y a est à i , le temps de la dcmi-oscilla- 
tion sera partagé en deux également au point O. 

Comparaison des Jonctions elliptiques de la seconde espèce. 


(3i). Supposons que les amplitudes p , 4 » A* soient telles qu’on ait 
F( 9) +F (4) — F (/tt) = o , je dis qu’on aura en même temps 
F- (?) “H E ( 4 ) — E(m) = P» P étant une quantité algébrique. En 
effet , si l’on diûércntie cette équation , en regardant fi comme 
constante , on aura * 

dP — dp A (p) -f- <fv}.A (4). 


Mettant au lieu de A(0) et A (4)» leurs valeurs tirées des équations 
(/>') , il viendra 


ou 


dp = dp + rf4 (' 

\ un 4 Sln M / T \ 

dP 


co» 4 — p cos «N 

iinpsinu / 


| d (sin’p -f- sin’J. -f- a en» fi cm y co» 4 ) 

un /x sin p sin q 


Mais de l’équation (d) , on déduit 


sin’ip -f- sin ‘4 -j- a cos jucos p cos 4 
donc 

jp 1 d (c’sia’ix tin* p »in*4 ) . 

lia ,« sin ÿ sin 4 


i -f-cos’/x+c'sin*/* sin'?) sin‘4 1 


c’d ( sin /j. sin p sin 4 ) j 
6 
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donc P = c’sin fi sin ? sin sans constante , parce que P <Joit s'éva- 
uouir lorsque ? = o. 

Ainsi pendant que les fonctions elliptiques de la première espèce 
ont entre elles la relation F (?) + F(-4.) — F (ft)=o, les fonctions 
correspondantes de la seconde espèce satisfont à l’équation 

E(?)-f- E (•>{.) — E (fi) = c* sin fi sin ? sin ^. . . . .(c') : 

c’est la formule générale qui servira à comparer entre elles les 
fonctions de la seconde espèce , comme nous avons comparé celles 
de la première. 

Si l’on considérait plus généralement la fonction G (9) composée 
de la première et de la seconde espèce , savoir , 

G(?) = E(?)-MF(<P), 

k étant un coefficient constant quelconque, il est visible qu’on aurait 
semblablement 

G (?) -f- G (4) — G (fi) = c’sin sin ? sin -vJ. ; 

de sorte que toutes les conséquences qu’on tirera de l’équation (c') 
pour les fonctions E, s’appliqueront généralement aux fonctions G. 

f5a). Désignons comme ci-dessus par ?, , ? J# ? 4 , etc. les ampli- 
tudes qui donnent F (?,) = aF (?), F (?,) = 5F (?), etc. , on aura , 
en vertu de l’équation (c'), 

aF. ( ? ) — E(?,) = c’sin i p sin? sin ?, 

5E (?) — E(?,) = c’sin ? (sin? sin ?, -f-sin ?, sin?,) 

4E (?) — E(?J = c’sin ? (siu ? sin ?, siu ?, sin ?, sin ?, sin ? 4 ) 
etc. 

Donc la même relation entre ?. et ? , qui donne F (?.) = nF (?) , 
donnera nE (?) — E (?„) égale à une quantité algébrique. 

En général , si m,n, p , etc. sont des nombres entiers positifs ou 
négatifs , on peut faire ensorte que 

4 

/«E (<p) -f- + /*E (&>)■-■{- etc. 

soit égalé à une quantité algébrique : il faut pour cela établir entre 
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les angles <p, 4> & > etc. , la ^g^tiou qui donne 

o = m¥ (?) + nF (4) -f-pF (a) -f- etc. 

Nous observerons que les fonctions F(?),E(?) sont en général 
de même signe que ? ; lorsque ? change de signe, elles en changent 
aussi, et conservent la même valeur. Cela posé, il semblerait qu’on 
peut satisfaire à l'équation 

. o = /«F (?) -f- «F (4) + p F (a) + etc. 

de bien des manières différentes ; car on est maître de changer le 
signe de chaque coefficient , pourvu qu’on change en même temps 
le signe de l’amplitude correspondante. Mais on pbut se borner à 
considérer les fonctions F (?) , F (4) , F (®) , etc. comme toujours 
positives ; et dans ce cas , il n’y aura jamais qu’une relation entre 
les angles ?,4» etc., qui donnerio=7«F(?)-f-nF(4)-l-pF(4.)-|-etc.; 
alors on voit que les coefficiens m , n, p , etc. ne sauraient être tous 
de même signe. 

’tTXLti V v . r\ s 

(33). Telles sont en général les relations qu’ont entre elles les 
fonctions elliptiques de la première et de la deuxième espèce : il faut 
maintenant entrer dans quelques détails sur les nombreux corollaires 
qu'on peut tirer de l'équation des arcs • 

E (?) E (4) — E (p) = c'sin ? sin 4 . sin fi , 

combinée avec l’équation algébrique qu’elle suppose et qui peut se’ 
mettre sous l'une de ces trois formes , 


cos fi = cos <p cos •4 — sin ? sin 4^ (u) 
cos 4 = cos fi cos ? -f- sin fi sin ? A (4) 
cos ? = cos fi cos 4 + sin H- sin 4^ ( ? )• 


On déduit de ces équations les valeurs suivantes qui serviront à ex- 
primer le second membre c* sin ? sin 4 sin fi en fonction de deux 
sculcmeut des amplitudes ? , 4 > /*■ 


sin fi = 


«n»ro» 4 û ( 4 )-t-»in 4 ' c<> »> A (*) 


1 — c*ein*f 


4 »in /jl co» pà (?) — sin ? coa frtA (/x) 
I — sin*f 


sm f 1 


fin (4) — sin 4’ cosfxA (jx) 

1 — t'aiuV* 8io\|. " 
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Cela posé, voici les principaux corgjjbircs qui résultent des équa- 
tions mentionnées pour la comparaison des arcs d ellipse. 

I. Si l’on fait /* = ï -ar , l'équation des arcs deviendra 

E (9) ■+• E (4) — E‘ = e’sin 9 sin 4 > 

« 

et l'équation algébrique correspondante sera 
b tang <p tang 4 = 1 • 


. ■ i ■■ p i b sin p 

On en tire tang 4 = ÿ col <p , sin 4 = , cos 4 _ , et 

e* sin ® sin4 = — aurait semblablement tang 9=r col 4» 

■ A (f) ® 


rn* J. b sin J. . ■ • i r*»inJ.co»J. 

8in * • cos 9 = mît » el c s,n ‘ psl “ 4= a(4) • 

Si d'après cette relation entre les amplitudes 9 et 4» on déter- 
mine sur l’ellipse les arcs BM — E (9) , BN = E (4) > on aura 


BM — AN = c*sin < p sin 4- 

C’est dans cette équation que consiste le théorème de Fagnani. II en 
résulte qu’étant donne l’arc BM termine au petit axe , ou peut 
trouver un second arc AN terminé au grand axe , tel que la diffé- 
rence de ces arcs BM — AN soit égale à une quantité algébrique 
c * gin 9 sin 4> el celte quantité est représentée par la partie de la 
’ tangente OM ou ZN terminée à la perpendiculaire CO ou CZ , 
abaissée du centre de l'ellipse. 

Lorsque 9 et 4 50111 égaux à un même angle 0 , les deux points 
M et N coïncident en un même point K. Alors on a tang‘0 = j , 
sin'0= COS*0= ce qui donne 


BK — AK. = 1 — è. 


Donc alors la différence des arcs BK. , AK est égale à la différence 
des demi-axes CA , CB ; en même temps on a 

BK =ïE' + î(i — A) 

AK = ;E' — î(i — b). 

U y a donc au point K une sorte de biscction du quart d'ellipse , 
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puisque chacune des parties BK , AK peut se mesurer par la moitié 
de ce quart d’ellipse. 

II. Soit dans l'e'quation générale des arcs p = 4^= S > On aura 

aE(fl) — E( jt) = c*sm’8 sin //, , 

et l’équation algébrique correspondante sera cos‘ô — sin*0A(tt)=cos^. 
C’est l’équation qui sert à la duplication des arcs elliptiques ou h 
leur bisection. 

On en tire pour la duplication 


sin fi =s 


a sin S cos SA (6) 
i— c“sin*9 * 


tan g 7 ^* = A (8) tang 0 , 


et pour la bisection , 


sin’G — 


i — cos y. 


De là on voit qu’étant donne l’arc BM = E ( 0) , on peut trouver Fij. s. 
un autre arc BN = E (w) qui soit mesuré par le double de BM, 
de sorte qu’on ait aBM — BN = c*sin*9 sin fi. 

Et * réciproquement, étant donné l'arc BN = E (jt), on peut 
trouver un second arc BM = E(6) qui soit mesuré par la moitié 
de l’arc BN ; on aura en effet BM =s j BN ■+- j c*sin a 0 sin fi = £ BN 

H -iütangi/t. 

Lorsqu’on fait n =-j tt , le point M tombe en K , et on a comme 
ci-dessus BK. = -J E'-(- j ( i — b). 

Pour avoir de nouveau le point de bisection de l’arc BK, il faudra 
faire tang*/*r= g , sinVt = , A (fi) = y/i , et on aura 


h ttî) 

sm g _ . 

' 


Cette valeur détermine l'arc BI = E ( 0 ) qui se mesure par la moitié 
de BK ou par le quart de E' ; on a en effet 


BI = i BK + j . 


■ ÿb 


!/(> + *-)+ V>' 
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BI = i E' +i(i-*) + *- 


i — l 'b 

l' (i +b)+lfb‘ 


et on peut continuer à l'infini cette sorte de biscction. 

Fij. 7. III. Ayant pris à volonté l’are BD compte depuis le petit axe ,’ 
avec un point quelconque Msur cet arc, il y aura toujours un autre 
point N sur le même arc, tel que la différence des arcs BM, DN sera 
égale à une quantité algébrique. 

Il suffit pour cela de faire BD=E (p), BM=E(4), BN =E(<*), 
et de déterminer /* en fonction de p et de 4» connue si on voulait 
satisfaire à l'équation F ( /*) = F (<p) — F (4)» ce qui se fera par la 
formule de l’article 19. On aura par ce moyeu E(/*)-|-E(4) — E (?) 
= c’siu /* sin <p sin4 , ou BM — DN = c* sin /* sinp siu 4* 

Lorsque ,<* =4 , l es deux arcs BM, BN coïncident en un seul BO , 
et chacun des arcs BO, OD se mesure par la moitié de l’arc BD. C’est 
un cas qui a été examiné dans le Corollaire II. 

Fi*. 8. IV. Etant donné un arc quelconque BD, terminé au petit axe , avec 
un point M pour servir d’origine à un second arc, on peut déter- 
miner ce second arc MP ou NM, dans le sens qu’on voudra, de 
manière que sa différence avec l’arc BD soit égale à une quantité 
algébrique. 

Dans le premier cas , si l’on fait BM = E(<p), BD=E(4)» 
BP = E (/x.) , et qu’on détermine ,u d’après l’équation F (p)-f-F (4) 
= F (ft), ou d’après les formules de l’article 18, on aura 
BD — MP = c‘sin <p sin 4 sin/*. 

Dans le secondcas, si l’on faitBM=Ef(p), BD=E(4)> BN=E(u), 
et qu’on détendue fi d’après l’équation F (<p) — F (4) = F (/*), oa 
d’après les formulesde l’article 19, on aura BD — MN=c , sin/*sinpsin4- 

Fîg. 9. V. Etant donné un arc quelconque OD dont l’origine ne soit plus 
à l’extrémité du petit axe, avec un point M pour servir d’origine à 
un second arc , on pourra déterminer ce second arc M.\ ou MP , 
de manière que sa différence qyec l’arc OD soit égale à une quan- 
tité algébrique. 

Car, t*. parle Corollaire III , on peut trouver BII — OD= à une 
quantité algébrique, et ensuite BH — MN = à une quantité algé- 
brique ; donc MN — OD sera eucore une quantité algébrique ; 
a", ayant trouvé le point H par le Coroü. 111, on peut trouver le 
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point P par le Coroll. IV, de sorte que BU — MP soit égal «une 
quantité algébrique , et alors OD — MP sera égal aussi à une 
quantité algébrique. 

Ainsi ou peut trouver sur l’ellipse une infinité d’arcs égaux à un 
arc donné, plus ou moins une différence assignable géométrique- 
ment, de sorte que l’arc prendra son origine à volonté sur tous les 
points de l’ellipse, et sera dirigé dans le sens qu’on voudra. 

VI. Quel que soit l’arc OP et le point M pris sur cet arc, il y Fig. y. 
aura toujours sur le même arc un autre point D tel que la diffé- 
rence des arcs OM, DP sera égale h une quantité algébrique. 

Cela suit immédiatement du Coroll. V. 

Lorsque les points M et D coïncident en un seul point I , chacun 
des’ l arcs OI , IP est mesuré par la moitié de OP , cl^ui a une pre- 
mière bisection de cet arc. On pourra de même en trouver une se- 
conde, une troisième, etc. à l’infini. 

VII. Etant donné l’arc BM dont l’origine est au petit axe , on Fig. 7 . 
peut trouver un arc BN qui soit égal à un multiple quelconque de 
l’arc BM, plus ou moins uiffc quantité algébrique. 

Car en faisant BM = E (?), BN = E(4) « si on satisfait à l’équa- 
tion F (4)“ "F (O) > oa aura en même temps nE(?) — E(4) — à 
une quantité algébrique. Dans ce cas, 4 serait ce que nous avons 
désigné ci-dessus par <p. , et 011 a vu la manière de déterminer ?, 
par le moyen de ?. 

VIII. Réciproquement, étant donné un arc quelconque BN=E(4)» 
on pourra, "par la résolution d’une équation algébrique, déterminer 
l’arc BM = E (?) , qui soit égal à un sous-multiple de l’arc BN, plus 
une quantité algébrique.” 

Par exemple, pour la trisection de l’arc BN , il faudra déterminer 
sin ? par l’équation 


équation qui est en général du neuvième degré, mais qui se réduit 
au quatrième lorsque 4 = j K. 

IX. En général on pourra trouver par la résolution d’une équa- 
tion algébrique , un arc E (?) qui soit égal à une partie rationnelle 


sin 4 


sin « — 4 ( 1 4- e*) sin'e 4- 6c*»in 5 p — 

1 — 6c*9in-« + 4c* fi 4- «in*» — Ot'siii’e ’ 
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™ de l'are donne' E(4), plus ou moins une-quantité algébrique. L’équa- 
tion sera la même que celle qui donnerait F ($)= ~^F (4). 

Il en sera de même si l'arc donné n’est pas terminé au petit 
axe. Car si OP est cet arc, on cherchera par le Coroll. III , l’arc 
f, s- 9- BM égal à OP -f- une quantité algébrique, et il ne s’agira plus que 

de trouver un arc BN = ™ BM ± une quantité algébrique. On 
pourra ensuite donucr à l'arc BM une autre origine à volonté. 

X. Deux arcs étant donnes partout où l’on voudra sur l'ellipse , 
on pourra trouver un arc égal à leur somme ou à leur différence , 
plus ou moins une ligne droite assiguablc géométriquement. C’est 
une suite des Coroll. lll et V. 

Ainsi toutéi les comparaisons qu'on fait ordinairement des arcs 
de cercle par voie d'analyse , ont lieu également pour les arcs 
d’ellipse , à la différence près qui affecte tous les résultats , mais 
qu’on peut faire disparaître dans beaucoup de cas , lorsque l'origine 
de l'arc cherché est arbitraire. La disparition de cette différence , 
lorsqu'elle peut avoir lieu , ajoute aux problèmes un degré d’intérêt 
de plus ; elle rapproche alors les propriétés des arcs d'ellipse de 
celles des fonctions elliptiques de la première espèce. C’est pourquoi 
nous croyons devoir en apporter ici quelques exemples. 

(34). Problème I. Déterminer sur le quart d'ellipse BKA un arc 
MP qui soit précis émentégal à la moitié de l'arc BKA. 

Fig. 6. Soit <p l’amplitude du point M, 4 celle du point P , 8 l'amplitude 
du point R, premier point de biseclion de l’arc BKA, pour lequel 

on a sin* 0 = — ^ et E (fl ) =4 E'^p r 0 — b). Supposons qu’on 

ail F (p)+F (fl) — F (4') = o,il s’ensuivra E(p)-t-E(fl) — E(4) 
— c* sin < p sin 4 sin fl; donc 

E (4) — E(?)=;E'-(-j(i — b ) — c* sin (p sin 4 sin fl. 

Donc si on veut qu’on ait MP = ÿE', il faudra faire 
c‘ sin sin 4 sin 0= j (1 — £) , 

ce qui donnera sin <p sin 4 — » sin 6. Mais d’un autre côté l’équation 

F 
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F(P)-f-F(6)— F(4)=o donne cos p cos4+sin psin 4^(6)=cos0, 
et puisque A ( 0 ) = , on aura à la fois sin p sin 4 = i sinÔ, et 

cos p cos 4 — ï cos 0 . De ces équations , on tire 

cos (4 — <P)=t»ï ( ços Ô-f- siu 6) = cos ^ cos (b — ^ 

cos (4-fp)=i(cos0— sin 9 ) = cos ^cos ^6 + 

Ainsi les angles 4 — P et 4 -f* P seront connus. On pourrait aussi 
déterminer directftnent les valeurs de.sin p et sin 4 au moyen des 
formules 

sin p = j l/( 3 -f" 4 s i n a sin*0) — 3 v ^(3 — 4 s ' n 9 + a sin*6) 
sin4 = i l /(3 + 4sinS+a sin* 9 )-}- 3 y/( 3 — 4 s * n 9 -f- a sin*0) , 

et ces sinus seront les abscisses des points cherchés U et P. 


(55). Problème II. Déterminer sur le quart d’ellipse BMA un arc 
NQ qui soit égal au tiers? de BMA. Fig. B. 

Si l’on suppose F (p) = jF‘ et F (p.) = aF(p), on aura sin p 
par la résolution de l'équation 

o= i — a sin p + 2 c*sin 3 p — c a sin 4 p, 

et p, se déduira de p , soit par l’équation cos f,= i — sin p, soit 

i, . . . cose « 

par 1 équation sin p, = 

Cela posé, on aura 5E (p) — E‘ = c*sin i p sinp, (i +sin p) , ou 
E (?) = J E* -f- j c*sinp sin p. ( i -+-sinp). 

Supposons de nouveau F (p) + F (4) — F (») = o , on aura 
E (♦) + E (4) — E (ai) = c*sin p sin 4 sin ce. 


Donc si l'on veut que E (») — E( 4 )*= 3E 1 , il faudra faire sin 4 sin a* 
= j sin ip, ( i -f-sin p ). Mais d'ailleurs en vertu de la supposition 
laite, on * l’équation cos 4 cos ai -f-sin 4 sin «A (p) = cos p ; donc 
les inconnues 4 et ai devront être déterminées par les équations 


i* - , . % COS*A 

sin ^ sin cû =s= J sin <p, ( i + sin <p ) = 3^7^ 
cos4 cos ce = 3 cos p ( a — sin p ) 
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Elles, donneront immédiatement les valeurs de cos (« — ■>}.) et 
cos ( a -f- 4 ) , d'où l’on conclura celles de 4 et et. Connaissant ces 
valeurs , on fera BN = E (4) , BQ = E (ai), et l’arc NQ sera égaUau 
tiers du quart d’ellipse E 1 . 

On peut démontrer que le problème est toujours possible par 
celte considéralion. Soit pris BI=E(p), on aura BI >• j E‘. Soit 
pris ensuite l'arc AP correspondant à BI, de manière que la diffé- 
rence BI — AP soit égale à une quantité algébrique, c’est-à-dire , 
soit prise l’amplitude <r du point P, de manière «qu'on ait itangip 
tang a = i , on aura AP < j E'. Mais si on imagine que l’arc j E' 
soit transporté le long du quart d’ellipse, de manière que son ori- 
gine parcoure successivement (ont l’intervalle de B eu P, cet arc 
étant représenté en B par Bf > jE', et en P par AP < j E',il faudra, 
en vertu de la loi de continuité , qu’il soit représenté exactement eu 
un point intermédiaire N par l’arc NQ=s j E'. 

Pour appliquer Ja solution générale à un cas particulier , soit 

c*=-; = £*, on a trouvé ci-dessus (art. 24 ) cos^= 5) 

= y (8 cos 3o* sin* i5°) ; on anra donc par le calcul trigonomélrique. 


I. cos# = g.gi66553 



L sin $ = 9.751735^... 


0.5645797 


3 — sin 1 p = 

1 .4554303 

L sin 4 sin ai z= 9.6716381 

sin 4 s > n ai = 

0.4694930 

L,cos4cos“= Q.SyGoiio 

cos 4 cos ai = 

0.3949317 


cos (ce - f- 4 ) — 

- — 0.0745703 


cos (et — 4 ) = 

0 . 8644 » 37 

a> + 4 = g4* 55' 5 • 

c * — • 

63*1 3' 49' 3 

ai — 4 = 5 o.ji. 3 .i 

4 = 

33’ 3' 46* 3 


Ces valeurs ne sont qu’approchées , mais les formules trouvées 
donnent la solution rigoureuse* qui peut même être construite géo- 
métriquement. 

* 

f ‘ e ' 10 ' (36). Probùmb III. Etant donnés las deux arcs MN et PQ , 

situes comme on voudra sur la circonférence de l’ellipse , trouver un 
troisième arc DR égal a leur somme MN - |- PQ. 

Soient a, S , J ' , t le* amplitudes des points donnés M, N, P, Q, 
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cnsorte qu’on ait M!Y = E (fi) — E(œ) , PQ = E(«) — E(/) • «oient 
4 et ta les amplitudes des points cherchés D, R, ensortc qu’on ait 
DR = £(*) — E(4). 

Soient encore A et /* deux amplitudes telles qu’on ait FW= 
F (fi) — F (a) , F (/*) = F («) — F (/) ; on aura en même temps 

E (A) + E fa) — E (S) = c’sin a sin fi sin A 
E (fi) + E (/) — E («) = c’sin /sin t sin fi ; 

donc 

MN-f* PQ = E(A) -f- E (u) — c*si» a sin fi sin A — c*sin / sin e sin/*. 
Soit enfin <p une nouvelle amplitude telle que F (p)=F (A) -f- F (fi) , 
on aura 

E(A) -f- E (fi) — E (f>) = c*sin <p sin A sin fi ; 
donc • 

MN+PQ — E(p)=c*sinp sin A sin/* — c'sinasiufisinA — c*sin/sinesin/*. 

Faisons maintenant F (p) = F (en) — F (-4/), il en résultera 

E (<p) + E(4) — E(ai) =c’sin p sin 4 sin ai ; 

mais par hypothèse, on a E (en) — E(4) = MN + PQ; donc 

sin 0sin 4 sin ai = sin a sin fi sinA-j-sin/ sin* sin/t — sin A sin /«sinp. 

Soit pour abréger sin a sin fi sin A + si* 1 / sin t sin fi = M, et 
on aura 

sin en sin 4 = — — — sin A sin /*. 

T siri ip ~ 

D’ailleurs l’équation F (p) = F (en) — F (4) > donne cos en cos 4 ■+■ 
sin ai sin 4 Û (?) — cos p ; donc on aura pour déterminer 4 ct u t 
les deux équations * 

, M ... 

sin en sin 4 sm A sin /* 

T »mp 

cos a» cos 4 = cos p — M + si* 1 s ‘ n , u â (?)• 

Si de plus on observe que l’équation F(ip) =F(A) -f-F(/t) donne 
cos p = cos A cos fi — sin A sin /iA (p) , on déduira des équations 
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précédentes , 

cos (a-t-4) = c ° s ( A — /*) — [*+ A($)] 
cos (*> — 4) = cos(A + /*) + 

Les données immédiates étant <t, 6 , J' , f , on en déduit A et n par 
les équations F(A) = F(6) — F(<x),F (/*) = F (i) — F(J),qui 
donnent 

. . «in C c*w («) — «in a cos Cû (C) 

Sm A = 

»in f co» t A (J) — sin t cos «A («) 

sm p = .-cWmr'* 


La ■valeur de M est donc connue, ensuite on déduira sin f et A (p) 
de l'équation F (p) =F (A) ■+• F (p) , qui donne 


sm <p — 


_ sin S co» /nA (ft) -f- sin /x cos X S ( x) 


i — c’Mn’ji &inV. 


, . û(ft)A(s.) — r*»in A sin p cos Kcosp 

s®' 1 — L'iin'p ün'A 


Or les valeurs de sin A , cos A , A (A) sont données en fonctions 
de 6 et <* par les formules de l'art. 19 ; il en est de même des 
valeurs de sin p, cos fi , A (p) exprimées en fonctions de c et <f. 
On connaîtra donc. toutes les quantités qui composent les valeurs 
de cos (a >). ) et cos (a>+o[.). 

Ce problème peut servir à en résoudre beaucoup d’autres , et 
notamment à trouver un arc qui soit exactement dans un rapport 
rationnel avec un arc donné ; mais il faut pour cela que dans chaque 
application les valeurs trouvées pour cos ( » + 4 ) el cos (*— 4) » 
soient renfermées chacune entre les limites '+ 1 et — J , sans quoi 

le problème deviendrait impossible. 

• • . 

Comparaison des arcs d'hyperbole. 

(37). Nous avons déjà trouvé (art. i 3 ) que l'arc AM désigné par T, 
a pour expression 


T s= A tang <p — E (<p) + è‘F (?). 


1 


Digitized by Google 


DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 53 

J.e point M, extrémité de l’arc AM, est censé avoir pour ampli- 
tude ?. Considérons deux autres points N et O dont les amplitudes 
soient4et »,et supposons qu’on aitl’équationF(?)-HF(4) — F('.)=o; 
alors les arcs AM, AN, AO, désignés respectivement par T (?) , 
T (4) , T («) , auront entre eux cette relation 


T(<P)+T(4)— T (û>)=A(?)<ang — f— A(4) tang 4 ~ A (a*) tang u 

-Efr)-E(4H-E(.), 

ou , en mettant la valeur connue de E (?74- E (4) — E(») , 

T (?) +T (4) — T (*) = A (?) tang ? + A (4) tang4— A (<w) Ung « 

— c* sin ? sin 4 sin u. 

C’est l’équation fondamentale d’après laquelle on peut faire sur les 
arcs d’hyperbole les mêmes comparaisons que nous avons faites sur 
les arcs d’ellipse , mais en observant que dan» l’hyperbole on ne 
peut donner aux amplitudes une valeur plus grande que j K , et que 
lorsque <p =t'S' , l’arc AM devient infini. 

La quantité A tang ? n’est autre chose que la tangente MZ, termi- 
née par la perpendiculaire. CZ abaissée du centre sur cette tangente. 
Ainsi A tang? — T(?) est l’excès de la tangente MZ sur l’arc 
AZ.. Si on appelle G ( ? ) cette fonction , on aura pour chaque 
point M , -i* 

G (?) = F (?) — i’F (?), 

et lorsque les trois points M, N , O , déterminés par les amplitudes 
?, 4 » ® s <> nt entre eux par la relation F (?)+F(4 ) — F(û»1=o, 
les fonctions correspondantes G (?) , G (4) , G (a) relatives d’hy- 
perbole , satisferont à l’équation 


G (?) + G (4) — G (») = e*sin ? sin 4 sin a , 

équation entièrement semblable à celle qui a lieu dans l’ellipse , et 
d’où l’on déduira dé* semblables corollaires , sauf les restrictions par- 
ticulières à l’hyperbole et dont nous avons déjà parlé. 

Nous avons trouvé que lorsqu'on fait sin* 9=^— , on a 

F (8 ) =s j F‘, et E ( fl )= J E* -H t ( * — ^)> on aura donc sembla- 
blement pour l’hyperbole, 

G (A) = ïC'-Hï( i — b) , 
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G' est la différence entre la branche infinie d'hyperbole AMQ et son 
asymptote CV, qui est censée la rencontrer dans un point infini- 
ment éloigué. Cette différence estimée au moyen des fonctions E',F‘, 
a pour valeur G' = E' — A*F‘} mais sans recourir à ces fonctions, 
on peut la déduire de l'équation précédente qui donne 

G' = aG (G) — • ( i — b). . 

Ainsi la quantité G’, différence de deux infinis, se déterminera par 
la quantité G ( 6 ), relative au point K dont l’amplitude est G, et 
qui a pour coordonnées^ = è’tang G =cb\^b, æ=cy/( i -(- b). 

L'amplitude 6 est celle qui donne F (G) F' ; si on cherche 
successivement par les formules de la bisection les amplitudes 6 ', 
G', etc. telles qu’on aitF( 6 ')=ïF(G)=iF“, F(G*)=ïF(G')= jF’, etc., 
on aura en même temps 

G(G)=aG(0') — c*sin*G'sin 0 
G (G') = aG (G*) — c*sin*ô*sin0' 

etc. . 

D’où il suit que la quantité G 1 sc déterminera par le dernier terme 
de la suite G (G) , G^JjGfG'), etc., prolongée aussi loin qu’on 
voudra. Or lorsque <p est devenu très-petit , la quantité G (<p) a pour 
valeur très-approchée c*sinTp; ainsi la bisection répétée de la fonc- 
tion G (G) fournit un moyen de déterminer par approximation, la 
valeur de la transcendante G‘, et la mègae méthode s’applique à 
tout%Jonction G (<p) dont on voudrait avoir une valeur approchée. 
Mais nous donnerons ci-aprcs pour cet objet des méthodes j>lus 
expéditives. 


Développement particulier de la formule 

7 — Ç (f+E»‘)dx * 

J J cos 8 C-x»)' . 


(38). Cette formule se rencontre assez souvent dans les appli- 
cations , et d'ailleurs il est nécessaire d'examiner particulière- 
ment le cas des facteurs imaginaires dont nous avons parlé 
( »t. 7 ). 
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La variable x est susceptible de toutes les valeurs , depuis x =o 
jusqu'à .r=oo; mais comme en faisant X =®, onaZ> = J^dx,' 

pour nous debarrasser du terme qui peut devenir infini , nous con- 
sidérerons simplement la formule 


X=/( 


(/+**»)«& . 
-aatC-r 9 cos à -f- C’x 1 ) 


!■ djc )> 


qui par ce moyen aura toujours une valeur finie. 

Il s'agit maintenant de transformer cette expression de manière 
que les facteurs binômes de la quantité sous le radical deviennent 
réels. Pour cela on peut faire indifféremment l'une des quatre suppo- 
sitions suivantes : 

2 COS 6+ S'X* ) = xtyy^G , 

œ + Gx % = axy \/x€ , 

Gx' « cos 0 -f- y/ ( a*+ 2 aGx* cos 6-pG‘x*) = 2 ay ‘ , 


et la transformée en y aura les conditions requises. Bornons-nous 
à présenter le résultat de la troisième supposition : elle donne 



où l’on voit qu'en effet les deux facteurs de la quantité sous le ra- 
dical sont réels. On voit aussi que la moindre .valeur de y étant 

cos ~ 8, on peut faire_y = , ce qui donnera la transformée 

suivante, où l'on a fait c = sin i fl. 


y (' fC—ga+tuçtc'àn'* 

—J C V *C 


V/(i — c’sin'ÿ)’ 


et il faut remarquer que dans cette formule nous supposons y'aG 
réel ; car si le terme aa£x*cos fl était négatif, ou ferait tomber le 
signe — > sur cos fl. 



S H 
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Cela posé , on aura, suivant les expressions accoutumées, 


Y ft + g* 


F 


se* 

Cv7«5 


E; 


c'est l'intégrale demandée prise depuis x = o, car on a 

. _ — Cf* — * cos 6 — t— 1 /( *'+ aaCr’co» I -+- C’a 4 ) 

COS *0 = I y 1 -, 

a* sia j 9 

et réciproquement ■ r ^/“ == j^ t^C 1 — c*sin’p); d’oùl'on voit qu’en 
faisant 1 = 0,0119 <p=o, et qu’en faisant x = 00, ou a <p = j -K. 

La valeur totale de l’intégrale, prise depuis x=o jusqu'à 
x = 00 , sera donc 

* X ' = 

Voici quelques applications de ces formules qui conduiront à des 
résultats assez remarquables. • 


&±£?F' 
Cy/*C r 


CyaC 


E*. 


Exemple i. 


(39). Soit proposé d’évaluer les deux intégrales 

• _ I l 

" S rfs r £dz 


M 


/ z 3 as „ p z'dz 

V(* -**)» J t/(>-*’) 


entre les limites z = o, z = 1. On sait d’ailleurs que le produit de 
ces intégrales = J ir ( Cale, intèg. d’Euler , tom. 1 , pag. 244 )■ 

Si on fait dans la première s= (1 — x*) - », on aura la transformée 
M =f > T 1 ’* 1 kudra intégrer depuis x = o jusqu’à 

= oo. Cette formule étant comparée avec la formule X , on aura 
= 5 , g = o, * = t/3 , ë = 1 , cos 6 = j \/3, c = sin i fl = 

3 

; t/(j — tf3)=sini5*. Ainsi l’intégrale indéliuie est M=-^— F, 
. . • t" ^ 

et l’intégrale complète, en faisant x =5 00 ou ® =ÿ -x , est 



Si 
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Si dans la seconde formule ou fait b = (i — x')', la transformée sera 
N — f ^ j > et l’intégrale devra être prise depuis x = o 

jusqua x — i. Comparant celle formule à la formule X , ou aura 
f — 3 ,g — — 3 , œ = t/3 , ë= i , cos G = — ïi/3, c = cos i5*. 
= ï V / ( 3 ■+■ t/3) ; ce module étant différent de celui de l’autre 
formule , je le distingue par uu accent ; j’ai donc par la substitution 

N = -3x + 5=^ F (</,p)+l^E (✓,<?). * 

y 3 \/3 

Or la relation entre p et x étant 

—y — cos’p = | — a* + t/(3 — â-c'-f-x 4 ), 

si on fait x= i , on aura cos*p = a t/3 — 3 , ou bien tang p — \J 
Mais nous avons déjà vu (art 24 ) que dans le cas de c=-j \/(a+[/3) 
et tang p = on a exactement F (p) = j F 1 ; il s’ensuit par les 

formules de l’art. 3a, qu’on a en même temps E(p) = jE“H 1—, 

a t/3 

Donc l’intégrale N prise depuis ^r=ojusqu’àx= i , aura cette valeur 

K’ = -^ F ■ ( O + ^ E* (cO- 

t/3 \/3 

,.3 

Puis donc qu’on a déjà trouvé M‘ — -j— F 1 (c), et que le produit 

t/3 

M'N' = f tr , on aura entre les trois fonctions F‘(c), F*(c'), E'(e') , 
cette relation fort remarquable : 

j* = F'(e).[i=^F- (</)+ aE’(c')]. 

d’où il suit que dans ce cas particulier l’arc d’ellipse E’ (c) qui 
est une fonction de la ^feonde espèce , peut s’exprimer par les deux 
fonctions de la première’ espèce F 1 (c), F‘(c'). D’ailleurs on peut 
observer que c — t/(i — c*)= A, c’est-à-dire que les modules c 
et c sont complémcns l’un de l’autre. 

8 
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► 

EXEMPLE II. 

( 4 o). On propose d évaluer par les fonctions elliptiques, les deux 

intégrales P = Q = dc P uis s = 0 î 115 ^ 

, t = 1 : on sait d'ailleurs que leur produit = » if. 

Si on dait dans la première, s=(i — x*)*, on aura la transfor- 
i) > 1 u ' d f aul intégrer depuis x=o jusqu’à 

oc = t . Celle-ci étant traitée comme l'intégrale N de l’exemple 
précédent, on aura pour résultat 


P' = *T“ F' (°')‘ 

V/3 

Venons à la formule Q, et faisons d'abord s nous aurons 
la transformée Q = ? f ÿç f I u ’ü ^ audra intégrer depuis /=i 

jusqu’à 00. On a d’abord , en intégrant par partie , 

v » y 4 J V(.y‘—i) 

Soit ensuite y = i + **, et on aura 

Cela posé , la valeur de Q pourra se mettre sous la forme 


Q = 


3 x x { ) 


i-f-x* 




Cette intégrale doit être prise depuis jr=o jusqu’à x=oo,et 
comme la partie hors du signe s'évanouit dans ces deux limites , 
on aura simplement 

* * 

Comparant avec la formule X, on a u ra / ’ — — ~ . K — — |, 
* ~ V 3 , 6 = 1 , cos S = 7 {/3 , c = ; — t/ 3 ) ; donc l'in- 

tégrale cherchée est 

Q = — F 1 (c) 4- ^ F/ (c). 

\ a v^3 / y 3 
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Maintenant puisqu'on a P'Q' =e $ ir , on aura une relation entre 
trois fouctions elliptiques , qui , avec celle qu'on a trouvée , offre 
ces deux résultats : 

r = F'«.[E'( e )-(i£)F'M] 

d’où l’on voit que les fonctions de seconde espèce E' (c ) , E‘ (J) 
peuvent, dans ce cas particulier , s'exprimer par les deux fonctions 
de première espèce F' (b ) , F' (c). A ces deux relations qui sont déjà 
fort remarquables , il faut en joindre une troisième F '(£)=y/ 3 F '(e), 
qui sera démontrée dans l'exemple suivant. 

EXEMPLE lit. 

( 4 i). Soit proposé d’évaluer l'intégrale R —fdz (t— s 1 ) - , prise 
depuis 5 = 0 jusqu’à 2 = 1. ^ 

On fera d'abord 1 — s 5 = ^ , ce qui donnera la transformée 

R = 7 | / ( 4 y+ , ; - ) * intégrer depuis j — o jusqu'à y = 00. Soit 

ensuite m = \/4 et m J — — 1 , ou aura la nouvelle transformée 

R — m f 5 j*-+- 3 ) * T »’ 11 faul intégrer depuis x=i jusqu'à 

x = oo. Celte intégrale est, au coefficient près, la même que 
l'intcgrale P de l’exemple précédent ; ainsi ayant égard aux limites 

de R, et faisant {/3 = », on aura la valeur cherchée 

R, =sÉr F '(% 

mais il y a nue autre manière de trouver la valeur de R. 

Soit t — 3 s =^t — , on trouvera d’abord la transformée 

R = 1 ) » ff u 'Ü faut intégrer depuis j = 1 jusqu’à j — ce. 

Soit ensuite mj = 1 , on aura R = ^ f , nou- 

velle formule qu’il faul intégrer depuis x = \/ (m — 1 ) jusqu’à 



Go 
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x z=. ». Or Celte intégrale est semblable à la formule M de 1 exemple t, 

et on obtiendra de même R = ~~ F (e, <p) -+- const. , en obser- 
vant que cette intégrale doit être prise depuis la valeur de <p qui 
donne x = \/(m — i) jusqua la valeur de <f> qui donne x=oo ; 
celle-ci est =s 7 if , l’autre étant nommée 8 , on aura R' = 

1È? [F- — F (c, 8)]. Mais en général , 

— **— \ + »/(**+ 3x> 4- 3} . 

C0S< P = ïFÿï 


donc en faisant x‘— m — 1 , il viendra 

— m — ;4-y/(m* + m + Q 


cos'H = • 


ac“ y' 3 


( m — 1 y 

ay3 — a’ 


Or, d’après l’article 34 , cette v aleur de 8 est celle qui pour le module 
c = i 1 /( 3 — ^3), donne F ( 8 ) sm j F* } donc 



3 mn 


F'(c). 


Comparant cette valeur à celle qu’on a trouvée par l’autre méthode , 
il en résulte celte nouvelle relation * 


F*(i) = v^3.F’(c), 

laquelle étant jointe aux deur déjà trouvées, fait voir qu’une seule 
des quatre transcendantes F' (c), F‘(A), E' (C), E‘ (b) suffit pour 
déterminer les trois autres. On a , par exemple , les équations 

H 3 - F ' » [> « - (*£?) F ' «] ■ 

qui servent à déterminer la fonction E' (c) par le moyen de F'(c), 
et la fonction E' (b) par le moyen de F' (b). 
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Théorème sur les fonctions de première et de seconde esj èce , 
dont les modules sont complémens l’un de l’autre. 


(4a). Dans les comparaisons qu'on vient d’établir entre les fonc- 
tions F'(c), E‘(e), qui se rapportent au module c = ± y/(a — 1^5) 
= sin i5°, et les fonctions F' (b) , E' (b) , qui se rapportent au mo- 
dule complémentaire l'~{ ^/(a-l-l/SJsscos i5% les trois équations 
trouvées conduisent à ce résultat remarquable 


^ = F‘(c)E'(4)-J-F’(4) E'(c)- 


■F'WF'W («O 


où l’on voit que les deux quantités b , c peuvent être échangées 
entre elles, et qu’ainsi cette équation est vérifiée dans deux, cas, 
celui de c = sin i5", et celui de c= sin 75 *. 11 serait facile de dé- 
montrer directement quelle est encore vraie dans deux autres cas, 
lorsque c est infiniment petit, et lorsque c = i/i = b-, mais nous 
allons prouver généralement quelle a lieu quel que soit c. 

Pour abréger la notation, désignons simplement par F, E, les 
quantités F'(c), E' (c) , et par F', E' les quantités F‘ (b), E‘ (4), et 
supposons 

P==FE'-f-F'E— FF', 

* 

P étant une fonction de c encore inconnue. 

Je différentie les deux membres par rapport à c qui est la seule 

variable qu’ils contiennent. Or ayant E (<p) = f&dp, F (p) = J 
A‘= 1 — c*sin*,p, la différentiation donne 

rfE f' idfiin'ç 1 , £ p . 

de J A c ^ 

H F /'rdçnin’f 1 rdç 1 Cilç 

de J A‘ c J ip cj j' 

Mais par les formules de l’art. 9, on a y*^?= p. » 

et dans le cas de 9=i « dont il s'agit, le second terme s’évanouit : 
ainsi on aura * 

g = s L( E_4*F). 
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On aura semblablement ™ = i (F — F') , ~ = 4 (E'— c*F') , 
et parce que bdb cdc = o , on en déduira 


rfE' 

HT = 
wr 

T — 


-p(E'-F') 

-jL(F-c-F). 


Substituant ces valeurs dans celle de r/P , on aura dP =z o j donc 
P = const. Mais on a trouvé dans un cas particulier P = j -tt; doue 
l'équation ((/) a lieu généralement , quel que soit c. 

Lorsque c = Ÿ'i — b, l’équation (<f) donne 


ï »F*(aE'-F'). 

Ainsi dans ce cas particulier, E‘ se détermine encore par P'. 

Il peut y avoir quelques autres cas particuliers où la fonction de 
seconde espece E‘ (c) s'exprime par la fonction de seconde espèce 
F 1 (c) ; nous ferons voir en effet que chaque cas particulier connu 
eu fait connaître une infinité d’autres ; mais la détermination géné- 
rale parait impossible d’après les recherches suivantes. 


Equations différentielles qui expriment la liaison mutuelle 
des Jonctions E et F. * 

(43). Si l'on diflërentie par rapport à c les deux formules E=/Ar/p, 
F=/$,on aura comme ci-dessus, 

g=/=^= i(E-F) • 
£=^ ( e-Vf)-£.=uî=î. 


Il en résulte les deux formules 
F = F — c ^ 


e = *-(e+c£) + 


c*9În ç co? f 


•(O 


qui contiennent les relations mutuelles des fonctions E et F. 


Digitized by Google 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 65 

On peut simplifier encore ces équations en faisant F = et 
E = Pic , ce qui donne 

, rfS 


M = — c' 


& 


H M 

e , '3T' 


« T i r «m . c sin e COf a 
N = - • -7- H X— ^ 


Mais quelque simples que soient celles-ci , ou ne saurait les intégrer 
par les moyens ordinaires, même quand on supposerait p = -j -tt , 
ce qui changerait les fonctions F et E en F' et E 1 . Ainsi il n’y a 
guère d'espérance de déterminer généralement E 1 par F‘, et encore 
moins la fonction indéfinie E par la fonction F ; ce qui maintient 
et justifie la distinction que nous avons faite entre les fonctions 
elliptiques de la première et de la seconde espèce. 

Il se présente à ce sujet une observation assez importante. On 
verra parles méthodes qui seront ci-après exposées, que la fonctiou 
F peut être exprimée en termes finis par la fonction F. et une autre 
fonction de même espèce , dont le module et l'amplitude se dé- 
duisent suivant une loi connue du module et de l’amplitude qui con- 
viennent à la fonctiou E. Cette expression de F par deux fonctions de 
l’espèce de E , est une véritable intégrale qui doit satisfaire aux équa- 
tions (e'), et qui ne reulre pas dans les procédés ordinaires de l’in- 
tégration. Le succès qu’on obtient dans ce cas particulier, p^ut 
donc devenir un exemple utile dans d’autres recherches. 


. (44). Revenons aux équations (e') , et voyons quel pourrait être 
leur usage. 

Si on avait une table d’arcs d’ellipse dressée pour toutes les 
valeurs de c et p, à des intervalles égaux et suffisamment rappro- 
chés , cette même table pourrait offrir pour chaque arc E , le coefii- 

cient différentiel , puisque si «t est la différence entre deux 

valeurs de e consécutives, le coefficient différentiel se déduit des 
différences finies par la formule 

« ^ = AE — 4 A*E + 1 A 3 E — etc. , 

AE , A*E, etc. étant les différences premières , secondes, etc. re- 
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latives à e , données immédiatement par les nombres de la Table. 
Une Table ainsi disposée, ferait connaître la fonction F pour toute 
, dE » • 

valeur de c cl £ , puisqu’on a F=E - C de- C est le moyen que nous 

avions proposé dans les Mémoires cités de 1786 , pour éviter l’em- 
ploi des arcs d'hyperbole, ou celui des fonctions F. 

U ne Table des valeurs de la fonction F , dressée de la même ma- 
nière avec le coefficient différentiel - correspondant à chaque terme, 

serait propre également à remplacer les arcs d’ellipse, puisque la 
seconde des équations (e") donne 

E = ê-(F4-cg) + ^ 1 - n » 008 »- 

Le travail pour former une Table un peu étendue , telle que nous 
venons de la proposer, est trop considérable pour croire qu’il soit 
jamais entrepris ; si cependant les intervalles par lesquels on fait 
croître c et $ n’étaient pas trop rapprochés, la Table pourrait encore 
être fort utile, sans que le travail de sa construction excédât la 
patience d’un calculateur zélé. 

Je proposerais donc comme chose fort praticable , que l'on cons- 
truisit une Table d’arcs d’ellipse ou de fonctions E(c , ) pour 

toutes les valeurs de <p , de degrés en degrés, et pour toutes les 
valeurs du module c mis sous la forme sin fl, aussi de degrés en 
degrés. Cette Table ne contiendrait que 8100 nombres, calculés 
avec sept chiffres significatifs ; et en y joignant les différences pre- 
mières et secondes , on pourrait étendre son usage à toutes les valeurs 
de c et $. Il serait facile dans chaque cas particulier , de tirer de 

cette Table la valeur du coefficient ^ - , au moins pour les valeurs 
de c et de $ comprises dans la Table. Enfin on pourrait à la rigueur 
éviter entièrement la -formation des coefficiens , ou celle d’une 
Table partienlière pour les fonctions F , puisqu'il sera démontré 
ci- après que toute fonction F ou tout coefficient'^- , peut s’exprimer 
par deux arcs d'ellipse. . 


Développement 
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* 

Développement des fonctions F' et E' en séries. 


(45). On peut déduire des équations (e') deux équations diffé- 
rentielles du second ordre propres à déterminer séparément les 
fonctions F et E ; ces équations sont 


r. „»\ ddE , 1 — Oc* dv p, . (in $ co» $ 


1 — 3c* dF 


ddE , 1 — c 


( v OUli . 

»— c )~jpr-f 


d E . r sin ç cos 9 

•iu*+* E s — = °' 


et lorsqu'on considère les fonctions complètes , ces équations de- 
viennent 


«WF 


1— 3 c* dE' 


( V uur , S «r «s, 

1 """ c ) HF c "ST F' = o 


, ,> <WE' . 1— c* dE’ . 

<* -^*)^T + — ^- + E* = 0. 


Celles - ci 
donnerait 


se simplifieront encore en faisant c s= sin 0 , ce qui 


«WF’ . n «fF 1 — 
TÂT+cot F 1 = o 


di‘ 
ddE 
"dF 


d) 

dE' 


(in ' di 


+ E 1 = O. 


On peut enfin regarder F 1 et E' comme des fonctions du module 
complémentaire b y ce qui donnera les équations différentielles 


. ddE' 


'~ 3i '§~ F '=o 


C 1 — 6 ’) rfF-1 F 

, , . . ddE' fx— rfE* p, 


d’où l'on voit que l’équation en F' est de la meme forme, soit que 
l’on considère F’ comme fonction de b ou comme fonction de c. 

Ces équations sont utiles pour faire connaître la loi du dévelop- 
pement des fonctions F', E' en séries. U n’y a aucune difficulté à 
développer ces fonctions suivant les puissances de c ; car les exprès- 

_ 1 

sions F = /dp (1 — c* siu‘<p ) *, E = /dp ( 1 — c* sin* <p )‘ étaut inté- 

9 
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grées depuis $=o jusqu’à <p = | ir, ou en "lire immédiatement 


F' = - (i — + c 4 - f 

a \ »• ■ a'.4‘ • 


i*. 3*. 5* 
’ a". if'Të* 


■ etc 


) 


E‘ = - ( i — c* — -il . ÎC' . 5c‘— etcA 

a \ a* 2 ‘ 4 ‘ a*. 4 .t> / 


Mais ces séries ne sont plus suffisamment convergentes, lorsque e 
est fort près do l’unité, et alors il convient de les ordonner suivant 
les puissances de b , en considérant b comine très-petit. 

Or d’après l’équation E 1 = b' e = b'. ~ ^ , on peut 

pour première approximation , faire E 1 = î , ce qui donnera 
rf-(cF') =p = ~ , et par conséquent eF* =s -J- log ; mais 

dans le même cas , on a c = i — \ b', donc la première valeur ap- 
prochée de F' est F' = log ^ | 

SoitmaintenantF'=P!og^ P et Q étant des suites or- 

données suivant les puissances de b ; si on substitue cette valeur 
dans l'équation différentielle 


('- b ‘)-3F 


i—3 *• 


d F' 
db 


— F' = o , 


on trouvera que l’équation pour déterminer P est absolument sem- 
blable à celle qui détermine F' ; celle-ci est de la même forme , 
soit que F soit considéré comme fonction de c ou comme fonction 
de b f ainsi on aura d'abord 


1* 1 * 

1 Q» 1 11» X* 


a\4* 


i*. 3*. 5* 


i‘-f-etc. 


Désignons les coefficienssnccessife par i , m, /«*, etc., en sorte qu’on ait 
P= i + m'b' -f- inb* -f- m’b* etc. ; 
nous supposerons ensuite 

F' = (i -f- m'b ‘- fr m‘b* -)- ni*A*-f- etc.) log ~ 

— wi'A'4*— — «i’A*A s — etc. . , 

Substituant cette valeur dans l’équaliou différentielle ci-dessus , on 
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aura pour déterminer les nouveaux coefliciens A', A', etc. , l’équa- 
tion suivante , dont les ternies suivent une loi très-simple : 

0= a -j- 6 m b* -}- lom’b* — f-i 4 •+■ 18 m"b* -|-etc. 

— — G nt'b' — - ta m“b* —16 m"b* — ao m’ê* — etc, 
— a*m'A'— 4 */n'A'A*— 6‘zn'A'* 4 — 8 *«i ,, A'’ 4 *-— lO’ra'A'i* — etc. 

4-3*/« , A'i»-i-5v«'A*i ( -t-7*»i'A'4‘H-9Vn' , A"4'-t-etc. 


Observant ensuite qu’on a a 'ni — 1 , tfnt z=. 3 */»', 6 Vn* = 5 */»', etc., 
ou trouve successivement 


A' = 1 

A '=*+ 3 ^ 

A ' = ’+à + rg 


y 41 


'-■+à + ! ! 5+? : 5 

etc. 


?*<*♦ » . . ,»j*' ■ 

de sorte qu'on a en général A w — A ç,— ’ ) -f- 




, — ■ — r — -.D’après cette 

(an — i) 3n * 

loi , il est facile de voir ce que devient A w lorsque n est très- 
grand ; considérons pour cet effet la suite 


sx* or 4 - a.c 5 , ax J 

? T7â ‘”374 ‘ 5”! ■+" 71 


+ etc., 


laquelle peut être mise sous cette forme 

_7=ax(.r-4-y-f-^-4-y--f- etc.) 

— («M-y + y + j + rtc.); 

on aura en sommant ces suites , y = as log I°g ( 1 ~"- r ‘) = 

(i-J-x)log( i+Jc)-è-( 1 — x)log (» — a:). Soitx= 1 , on aura 
y — a log a ; donc la limite des quantités A', A*, A", etc. est 
a log a ou i, 386 , etc. Cela posé, la valeur complète de F' sa 
développe ainsi : 
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+^*'(‘«1— rs)' 

+SSî* , (M— 

+Sfâ$><!°'i—à-à-rd 

+ etc. 

Connaissant F',, on aura immédiatement E' d'après l’équation 
E’ = A‘F‘ + i*c ^ = i*F' — b (i — b') , et il en résulte 

E' = ,+U-(logf-^) 

+S3S-l'NJ-*--à) 

+ etc., 

expression dont la loi est manifeste et qui s’accorde arec celle 
que nous avons donnée sous une autre forme ( Mém. de V Acad. , 
«786, pag. 63 o). 


Des changernens qu’on peut foire subir au paramètre 
dans les fonctions elliptiques de la troisième espèce. 

(46). Soit p = —y* 1 j et soit « nne constante indéterminée, on 

trouve par la différentiation, 

dp ___ dç 1— c*sin*$ 

1-4- A *(1 — c*sin* f)cos*9-f-<t »in 3 f* 

Supposons que le dénominateur (1— c“sin‘^) cos 8 p •+•* sin'psoit 
égal au produit des deux facteurs ( 1 -4- » sin* < p ) (1 -f- ~ sin’p) , la 




j 
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valeur de a. devra être 

« = (1 

et alors l’équation différentielle se de'coznposant ainsi , 


T 1 1 1 

l +*P' A L> •+• “ »io‘f ' 

1 » T 

son intégrale est 

n«+n(4)=T +; g ..n S (/-, , 



formule très -remarquable au moyen de laquelle toute fonction n 
dont le paramètre est plus grand que le module c, peut toujours 
être transformée en une autre dont le paramètre sera plus petit 

que c; car des deux paramètres n et —, il est évident que l'un est 

toujours plus grand que c et l'autre plus petit. Les fonctions II qui 
se transforment ainsi l’une dans l'autre, ont d'ailleurs le même 
module c et la même amplitude Ç; c'est pourquoi, au lieu de les 

désigner par n (n, c, p) , n c , nous les désignons sim- 
plement par fl (n) , n en ne signalant que l’élément par lequel 


les deux fonctions diffèrent l’une de l'autre. 

La formule générale (/*) appliquée aux cas de n=c et de 
n = — c , fournit ces deux corollaires , 


n ( c ) = iF -f-pi^arc tang 
fl (— c) = i F + arc tang 


(1 -t- <•) tang » 
A 

Çi — c)tang » 
à 



Ainsi dans ces deux cas, la fonction de troisième espèce se rédait 
immédiatement à une fonction de première espèce. 


(47). 11 y a trois cas à considérer dans la formule (_/') , selon que « 
est positif, zéro ou négatif. 

Le coefficient a sera positif toutes les fois que le paramètre n sera 
positif, ou toutes les fois que n étant négatif, il sera compris entre 
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__ i et — - c* ; en d’autres termes a. sera positif si le paramètre n 
est de l’une des deux formes n— col'ô, n = — i -f- 6 ’sin*A. Alors 
l'équation (f ) contiendra un arc de cercle réel , et par celte 
équation on ramènera l'une à l’autre les deux fonctions n(n), 



Dans ce premieraejs , si l’on fait psz ± rf, on aura entre les fonc- 
tions complètes cette relation 


n 1 («) + rr (£) = F- + 


(48). Si l’on fait # = o, on aura n= — i ou ra = — c*, alors 
l’intégrale se réduisant à p , l’équation (f ) devient 

n(— ,)+n(_o = F + îüp. 


Ce résultat est facile à vérifier ; on a en effet par les réductions déjà 
connues , 


n <-')=/i£ï= r 


- p E + £ A tang <p 

c* «in ç en. c 

ÏM • 


et la somme de ces deux quantités se réduit à F + - an *f . 

La fonction n (■— i) qui se ramène immédiatement aux fonctions 
fie la première et de la seconde espèce , est celle qui donne la 
rectification de lTrypcrboJe (art. i 3 ). Elle a une valeur infinie lors- 
que <p = ; X , parce qu’alors elle représente la longueur totale de 
la courbe jusqu’à son extrémité infinie ; et c’est aussi ce que donne 
la formule précédente ; mais cette formule serait en défaut si on 
voulait faire p > jit ; clic semblerait donner une valeur finie pour 
Il ( — 1 ), tandis que cette valeur , composée de la partie où rt 
et d'une autre partie, est nécessairement iufiuie. C’est du moins 
ce qui parait résulter de la formule iutégrale H ( — i) considérée 
en elle-même, et sans rapport à aucune courbe; car nous suppo- 
sons toujours A positif. 


(49). Il reste à examiner le cas où a est négatif; ce cas aura lieu 
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tontes les fois que le paramètre sera négatif, mais non compris 
entre — 1 et — c*; de sorte que n devra être représenté par l'une 

ou l'autre des formules n — r^-r , n = — c* siu* fl. 

aiu* 8 ’ 

Soit donc n= — c* sin*ô, et *= — S, on aura£=^|(i — c*sin*6), 

et l’intégrale f - ^ devient ou ^ log ! donc 

alors l'équation (f ) devra être remplacée par la suivante : 

n<n) + n(i) = F + ^ i | o 6 (^i=p. 

Mettant dans cette e'quation les valeurs de n et de € , et observant 

que y ( 1 — c* sin* ô ) peut être désigné par A ( 0 ) , tandis que 
ÿ/( t — c*sin*ip) l’est par- A (p), on aura cette formule générale pouf 
le cas de et négatif : 

„ ( ^) + n(_^)=F losO ^^g; ). 

U est à remarquer que le second membre de cette équation devient 
inüni lorsque p = 6 : en effet, comme on a 



on voit que le dénominateur de la différentielle est zéro lorsque 
p =0 , ce qui rend , pour ce cas , l'intégrale infinie. 

Lorsqu’ensuilc on suppose p > 0 , le dénominateur devient né- 
gatif, et la valeur de n Ç — redevient finie par la destruction 

mutuelle des parties infinies et de signes contraires. Mais alors la 
formule a besoin d’être rectifiée pour ne pas offrir le logarithme 
d'une quantité négative, et il faudra l’écrire ainsi : 


n(-c‘sm‘fl)+n(_-L.) =F -f 


tang ? 

2Ü|S] 


log 


A (:■) lange -fr-ûfo) tang 8 
A (4 ) tang f — A (p) tang i 


elle aura lieu depuis p = 8 jusqu’à p — j -r. 

Lorsque 0 = -j ir, cette formule donne entre les fonctions com- 
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plèles la relation 

n'(-c* s in*8)+n'(-^) = F', 

où l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu. 

J'observe sur cette dernière e'quation que la fonction n(— c* sin*8), 

qui représente l'intégrale J ' ; ,_ r . si % .' tn > > esl nécessairement plus 

grande que J ' ^ ou F, et qu'ainsi ri’( — c*sin* 8) est plus grande 
que F 1 ; l’équation précédente ne peut donc subsister à moins que 
ne soit négatif. Or, ce résultat s’explique facilement par 
la nature de la fonction n ( — — ) qui est positive depuis <p = o 

jusqu'à <p=9, et négative depuis <p=ô jusqu’à p = j if; il faut par con- 
séquent que la partie négative soit plus grande que la partie positive. 

(5o). Au reste pour éviter toute anomalie étrangère à l’objet dont 
nous nous occupons , et pour ne consiilérer des Jonctions n que celles 
qui sont positives et Jînies , nous ferons abstraction , dans tout ce 
qui suit , du cas où le paramètre n esl à la fois négatif et plus grand 
que C unité. 

Si ce cas se rencontrait, on pourrait, au moyen de la formule de 
l'art. 49, réduire la fonction proposée n ( — a * a ^ oncl 'on 

Il ( — c* sin*0 ) qui n'est sujette à aucune difficulté ; l’anomalie tom- 
berait alors sur le terme logarithmique joint à cette fonction. 

Cela posé , les fonctions II , eu égard aux diverses valeurs du pa- 
ramètre , se rapportent à trois cas principaux qui exigent des déve- 
loppernens particuliers. 

Premier cas. Si le paramètre n est positif, on pourra toujours lui 

donner la forme n — col* 8 , cl on aura alors i/a = V 5ln 

’ r lut cos 3 

sia 6 cos Ô’ 

Second cas. Si le paramètre n est négatif , mais qu'il soit com- 
pris entre — i et — c*, on pourra le désigner par la formule 

. i , . • . a .i / A* *in S cos 9 

n = — » -t- o sm* S , et alors on aura \/ct = — , ,, . ... 

r i — A «n S ) 

A* sin 6 cos 6 

“(FJT 

Troisième 
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Troisième cas. Si le paramètre n est négatif et plus petit que c*, on 
pourra faire n = — c* sin* 8, et on aura = '"y A (8 ) . y/ — i. 

On verra ci-après que les deux premiers cas pourraient être 
censés n'en faire qu'un, attendu qu'une fonction qui appartient à 
l'un de ces cas , peut être transformée en une fonction qui appar- 
tienne à l’autre cas. Il n’en est pas de même du troisième cas qui 
diffère essentiellement des deux autres; car les fonctions qui se 
rapportent aux deux premiers cas , entraînent toujours dans leur 
comparaison des arcs de cercle ; tandis que les fonctions qui se rap- 
portent au troisième , n'admcltcut dans leur comparaison que des 
logarithmes. 

Il semblerait naturel d’ajouter à ces trois cas celui où l'on sup- 
poserait le paramètre n imaginaire ; mais nous prouverons ci-après 
que ce quatrième cas est inutile à considérer , et qu’on peut tou- 
jours y suppléer par des transformations convenables. 


(5i). Soit maintenant p =s r ' * 9 , et k un coefficient indéter- 
miné , on aura par la différentiation , 

dp î — a rin* dç 

i-f- ftp 1 i-)-(ft— e ! ) sia* $ — ft sin* ç * A 

si on fait ensuite le dénominateur 


î -f- (A — c*) siu*ip — k sin 4 «p = ( i + n sin’p ) (i — m sin’<p ) 

il en résultera k=mn, (î -f- n) ( i — m ) = A*, et l’équation diffé- 
rentielle prendra la forme 


dp dçT~ i-4-n i I — m 1 c* ~ ] 

i-f-ftp* A n ' i-J-nsia’ç m ’ î — m lin’ÿ mn_j 3 

d’où l’on tire en intégrant , 


’ ? ) n (-"')==„~ F +7b arc UD S 


y/m/isin pcoî? 


•feO* 


Par cette formule les deux fonctions fl (”) ( — m), peuvent être 

réduites l’une à l’autre, pourvu qu’entre les paramètres n et ni, 
on ait la relation 


( i +n) ( « — m ) = b‘. 
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Cette relation est telle , que si l'on lait n = col* 6 , on aura 
— m = — i + i*sin*8 ; d'où l’on voit que les deux premiers cas 
du n° 5o , n’en font à proprement parler qu’un seul, puisque la 
réduction d’une fonction à l'autre peut se faire immédiatement au 
moyen de la formule 


n ( cot*S) = n (—.+** sin* 9 ) 

c’sin’S „ . «in8co«8 , «in p co«#A (b , 8) 

+ 7=F^i F + m^TT) arc ten « ~ u ^â A( r; v r ^ 


(5a). Si dans la formule (g') , on fait m — c* sin* S , l'équation de 
condition — m)=b’ > donnera n (cos‘9+/.>'siii'0)= — c*cos*9, 

d'où il suit que n pourra aussi être représenté par la valeur n= — e’siu’A, 
et alors ou aura entre fl et X la relation sin*X(cos*fi-J-^ : ‘sin’fl)=co4*S > 
d'où résulte 

i = b tan g 9 tang X ; 

e’est la même relation qui donne F( 6) — f— F (A) = F'. 

On aura donc dans ce cas la formule générale 


i — c*sin*9„, , • ■ 1 — r*sin*x I _ / , . ... 

• n — c sin* 0) H — n (— c* sm*A ) 

' J ' r*sm*x ' • 


c ? .'in’ 9 

P 


i sm 9 sin X 


, / + r* «in 9 sin x sin f cosf \ 

° \ O — e* sin 8 sin X sin f co» ç / * 


au moyen de laquelle on pourra réduire l’une à l’autre les fonctions 
n ( — c* siu* S) , n ( — r* sin* A ) , pourvu qu’entre les paramètres on 
ait la relation i = b tang 6 tang A. 

Ainsi, non seulement les fonctions n dont le paramètre est néga- 
tif et plus grand que l'unité , peuvent se réduire aux fonctions dont 
le paramètre est plus petit que c* (art. 49 ) » mais celles-ci peuvent 
encore être réduites an cas où le paramètre, toujours de forme 

— c*sin*9, n’excède pas î — b; cardans le cas où l’on aurail9=X, 

l’équation i = b tang 8 tang A donne sin* 8 = — , et par consé- 
quent c* sin 1 8=i — b: dans tout autre cas , l'un des paramètres 

— c* sin* 8, — c* sin* ^abstraction faite de son signe , sera néces- 
sairement plus petit que i — • b . 

Le cas de 9 = X mérite d'être remarqué ; alors la formule géné- 


Digitized by Google 



raie donne 


DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


75 


nr— i4-^) == i+èf_ jlw / 

* ah 4A ° \A — (1 — 4 )sinpcoff/' 

Ainsi la fonction de troisième espèce n ( — 1 -{-b) se réduit indé- 
finiment à la première espèce , et on a en particulier pour l'expres- 
sion de la fonction complète, 

n ■(_,-f-* Js= i+* F .. 

On pourrait , en choisissant d’autres valeurs de p ou d'autres diffé- 
rentielles que ■ , parvenir à d’autres formules de réduction pour 

les fonctions ü; mais la plupart de ces formules rentreraient dans 
les deux que nous avons trouvées , ou ne serai cn^qu’u ne combi- 
naison de ces deux formules et de celles que nous exposerons dans 
le chapitre suivant; c'est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas 
davantage. 

. * « " ' / i' 

-■ ■ y * 5*4$.» ► -1.. t • 

’ ^1' 'tW*- 1 r ,. • 

Comparaison des fonctions elliptiques de la troisième espèce. 


^53). Considérons les deux fonctions semblables 


H ^ A, +n fin*?) A^ » n C4) —fl , + ) A 4 . * 

et supposons , comme nous l’avons fait pour les fonctions de la 
première et de la seconde espèce, qu’on a l'équation F (<p) -f- F (,J,) 

— F (p) = o , a étant une constante; alors si on fait n(p)-t-n(4) 

— fl (/b) = Q, on aura 


q — rr 1 rf 4 ~i 

X J L(i-l-n«n*f)A(f)“(i-fnsin*4) A(4)J’ 

•cette intégrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse lorsque 
<P — o ou lorsque •<{. = p,. 

Mais puisque p. est constant, op a ~~ ■+• ^ = 0 , d'où résulte 

n ( rin’4 — »in’e) 


7 g première partie. 

Or on a trouv»; (art. 3i) rf + 'A(^)+rf4A(4) =c, ^( s ’ n ^ ts ' n ^** a 4)* 
le premiermembre se réduit à ^^[A‘(<?0 — A*(4)]=^^( s > n *4 — *“>’♦)» 

donc en faisant sin’p -f- sin*4 = p , sin <p sin 4 = <] > oa a 

( siu‘4 — sin’ip ) = sxap.dq ; donc enfin 



n sin u.dq 
+ n P + n ‘9*’ 


Mais de l'équation cos $ cos 4 — sin ^ sin 4 A (m )=cos p , on déduit 
i — p-\-q'-=. [cos (/*)]*, et par conséquent 


p= sin' p — 317 cos/4A(u) -+- c'q' sia' p ; 


mettant cette valeur de p dans la formule précédente , on a 

Q __ r n 51 n u.dq , 

' v J i+n»inV — unq coipA(.pt)+q'(n‘p- iw'tia'n) 

Effectuant donc l'intégration , et faisant comme ci-dessus <*= 

(>+")(' + , on aura Q ou 


n(?H-n(4)-n(/x)=~arc 


^ n g (7 


n{/a sin u sin p «tin 4 
-f-n — n cos fx cos <p cos 4 . 


;)-W- 


C’est la formule générale qui, pour les fonctions de troisième espèce, 
correspond à la formule F (p) -f- F (4) — F(//)=o pour les fonc- 
tions de la première espèce , et à Informulé E(^)-f-E(4) — E(ft) 
= c' sin p siu <p sin 4 pour les fonctions de la seconde espèce. 


Ainsi la différence qui est zéro dans les fonctions de première 
espèce, et algébrique dans celles de la seconde espèce, est exprimée 
par un arc de cercle ou par un logarithme dans les fonctions de 
troisième espèce. Je dis arc de cercle ou logarithne , car on voit que 
le second membre de l'équation (h’) sera un arc de cercle ou un 
logarithme, selon que a sera positif ou négatif, c’est-à-dire, selon 
que la fonction 17 se rapportera aux deux premiers cas ou au troi- 
sième de l’article 5o. 


(54). De l'équation (/é) et de toutes celles qu'on peut former sem- 
blablement entre trois fouctions 17, nous conclurons que si f, Â- , 
/, etc. sont des entiers positifs , on pourra toujours faire ensortc 
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que l'oo ait 

iii (?) +xn (4) 4- /n («) + etc. = w, 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle ou par loga- 
rithmes. Il faut pour cela établir entre les amplitudes ?, 4> "> etc. > 
la relation qui donne 

. 'F (?) + *F (4) + JF («0 -F- etc. = o, 

et cette relation peut toujours être exprimée par une équation 
algébrique entre les sinus des angles ? , 4 > ® , etc. Ce résultat ne 
souffre aucune exception , et aurait lieu même quand le paramètre n 
serait imaginaire. Mais on peut considérer ces propriétés sous un 
point de vue encore plus général. 

(55). Soit P ou P (?) une fonction rationnelle paire de sin ? , 
et soit 

Z (?) = 

^ J J — c’ein’ÿ) 

Soit Z- (4) une fonction semblable de 4 > ces fonctions ou intégrales 
étant prises de manièrequ’elles s’évanouissent lorsque les amplitudes ? 
et 4 sont nulles. Supposons qu’on ait toujours l’équation F(?)-f-F(4) 

— F(«)=Oj laquelle en prenant^ constante donne = o , 

on aura donc 

Z (?) + z (4) - z ( At) [ P (?) - p (4)]. 

Faisons comme ci-dessus sin’? siu*4 = p , sin ? sin 4 = <f > >1 en 
résultera 

sin*? = ip -h j V'(p'-W) 
sin*4 = '\p — i {/(p 1 — 4?')- 

Substituons maintenant la valeur de sin* ? dans P (?) , le résultat 
sera de la forme 

P (?) = M 4- N }/ (/>* — 4? a ) > 

M et N étant des fonctions rationnelles de p et q. On aura de 
même 

P(4) = M-Ni/(,>*-4?‘); 

donc P(?) — P (4) = aN \/(p‘— 4?’) = ( siu*? — sin*4), vt 
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fm — >/*+ “'** 

donc enfin 

Z(?)-f- Z (4) — Z(tO = — a sin nfiïdq. 

Dans celle formule , N est une fonction rationnelle de p et de q ; 
si on y substitue la valeur Aep en <j , savoir p=sin'fi . — ar/cos«A(u) 
-f-c^'sin'n, N sera une fonction rationnelle de <7 seule , et ainsi la 
valeur de Z (<p) -f- Z (4) — Z (,«) pourra toujours se détermiucr par 
arcs de cercle et par logarithmes. 

Eu general si i, k , /, etc. désignent des nombres entiers positifs 
ou négatifs , et qu’ou établisse entre les angles p, 4 , o>, etc. la rela- 
tion qui donne iF (^)-f-AF (4) -f- fF (») -J- etc. =o, ou aura en 
même temps 

«Z (<p) + KL (4) + TL (*) 4 - etc. = TV, 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle et par loga- 
rithmes. La même propriété aura lieu quand même P contiendrait 
des puissances impaires de sin p ; car la partie de (VL affectée 
des puissances impaires , s'intégrerait par arcs de cercle et par 
logarithmes. 

Il eu est absolument de même de la fonction 


Z «=/W 


P dx . 

+Cx -+■ yx* -f- Sx 1 -f- ix*)‘ 


P étant une fonction rationnelle de x, et on pourra toujours trouver 
une équation algébrique entre x , y, », etc. , telle que la quantité 

fZ (x) -f- kï (j) -\r IZ (s) etc. 

soit déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes. 

(56). Revenons à la formule ( h ') d’où l'on doit déduire tout ce 
qui concerne la comparaison des fonctions de troisième espèce. 
Nous avons déjà observé que dans cette formule l’arc de cercle 
doit être remplacé par un logarithme , lorsque le paramètre est de 

la forme n = — c* sin* 6 ; alors on a y 1 a = A ( 9 ) . \/ — r , et 
parce qu’en général arc tang z y'— i ss | log ^ ^ si l’on fait 
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pour abréger , 


ain 8 cos (*A (f< ) — * cos 8 sin i/A (J) 
i — c’sin' 8 sin’ p. 

fin 8 cos ftA (p) 4- coa 8 »i«»A ( 8) 
1 — c* sin'ôsin’f* 


= sin n', 
= si“ P’i 


la formnle ( h ’) se changera en celle-ci: 


n(<pM-n(4)—no*) 


tang S, __ /s + c’sin 8 <in/u'sin » sin 4\ 
ÔÂ^S) g \i ■+■ c* sin 8 sin /-t J iin ç ain 4/ ’ 


cl l’on peut remarquer que les angles auxiliaires fi! , fi.’ sont ceux 
qui donneraient 


F (8) - F (aO = F (*') , F(S ) + F(>) = F (>')• 


Au reste, comme on peut immédiatement convertir en logarithmes 
les arcs dont les tangentes sont de la forme t »/ — t , on pourra se 
horner à u’cmploy er que l'équation (/*’) dans toutes les comparaisons 
qu'on aura à faire des fonctions n , selon les diverses valeurs de n ; 
mais pour faciliter les applications, nous croyons devoir rapporter 
ici les formules qui ont lieu dans quciques-uus des cas les plus 
simples, eu y joignant celles qui concernent les fonctions de la pre- 
mière et de la deuxième espèce. 

(5;). Soit, î*. ft = -x , on aura successivement pour les trois 
espèces de fonctions elliptiques : 


F (<P) + F (4) — F' = o 

E(p) + £ (4) — E‘ = c‘ sin <p sin 4 

n (9) + n (4) — n' =— arc tang • 

La relation entre? et 4 esl donnée par i’e'quation b tang <p tang 4 = ’> 

d’où l’on tire sin 4 == —rv et sin ® = "^4, Quant à la valeur de * , 
T Me) A (4) 

elle s’exprime suivant les différentes formes de n , comme on l’a vu 

(art. 5o). 


Si en particulier on a <p = 4 » 06 ff 11 * donne tang ? = , 

n q>— — - , les formules précédentes deviennent 


ikj PREMIÈRE PARTIE. 

F (?) — î F* 

E(?0 = iE' + H*-*) 

Il (p) =z ~ IP -j y- arc tang — r-^- t ; H î 

' ry * 1 ay* 6 C» + ») 

clics servent ainsi à la bisection de la fonction complète. 

Soit, 3°. 4 = p et fi. — p t , l'amplitude p, se déduira de p par 
les formules de l'article ai , et on aura pour la duplicaliou des foue- 
ttons, les formules 


aF (p) — F (p.) = o 

aE (p ) — E (ip.) = c‘ sin'ip sin p. 

an (?) — n (p,)z=~ t arc tang (■ 


n\/«t sin’p sin ç» 
i ■+* n — n cos a f cos ç 


■> 


Les mêmes formules serviront à la bisection , en déterminant p par 
le moyen de ?.. 

Soit, 3°. 4 = ?» et M = ?j> ?i étant l'amplitude qui donne 
F (?,) = 3F (?) , et qu’on détermine par les formules de l'article aa , 
on aura pour la triplication des fonctions, les formules 


3F (?) — F (?,) = o 

3E (?) — E (?,) = c‘ sin <p sin p, ( sin p -f- sin p , ) 


3fl 


(?) - n (? 3 ) = — are Umg 


n y/* sin ç sin sin 


cos $ cos ; , cos 


1 . / ni/a sin 5 © sin \ 

— arc ta np ( — ~ — — iL_-z2 — Y 
y* — /i cos a p cos 


) 


Dans le cas où ?, = i tT, on a pom'la trisection des fonctions com- 
plètes, les formules 


3F ( p ) ±= F* 

3E (p) = E 1 -j- c' sin p sin p, ( i -f- sin p) 

317 (?) = IP+^arc Ung ( " 

-f- -f arc tang ( "V'*™»™» N 

V *■ ° \i -f- n — rccos*^ cos p*/ 

Quant aux valeurs de p et ?,, elles se trouveront par les ar- 
ticles a3 et a4- 


Formation 
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Formation d'une suite infinie de fonctions elliptiques de 
la première espèce , liées entre clics par des rapports 
constans. 

(58). Jusqu’ici nous n’avons comparé entre elles les fonctions 
elliptiques de la première espèce, qu'autant qu'elles avaient le même 
module, ou qu elles pouvaient être considérées comme représentant 
différens arcs d’une même courbe ; ces comparaisons ont ensuite été 
étendues, d’après le meme principe, aux fonctions de la seconde 
et de la troisième espèce ; et les théorèmes contenus dans les for- 
mules ( f ) et (f) supposent encore que le module est le même dans 
les deux fonctions comparées. 

Nous allons faire voir qu’on peut , par une loi très-simple , former 
une infinité de fonctions elliptiques de première espèce , qui diffèrent 
les unes des autres tant par le module que par l'amplitude , mais 
qui ont la propriété fort remarquable d’être entre elles dans dej 
rapports constans. 

Considérons les deux fonctions F(c, $)—J ' . - - - , F(c', p') 

= / V(,-c*ù n .»T ' 6 diS qUC S * r ° n fait c ' = r+T » et < l uc l’on 

détermine p' d’après lcquation sin (a p' — <p)=csin<p, on aura 
généralement 

F ( c '*#') = L î rF C^^)-- 

En effet l’équation supposée donne d’abord cos ( ap'— | 1 ) — A; 
on aura successivement : 

cos a p' 
a cos* p' 
a sin’ p' 
a sin p' cos p' 

• arfp' 

c'* sin* p') 

- Il 


= A cos p — c sin’p 
= i — c sin*p -f- A cos p 
= i + c sin’p — A cos p 
= sin p ( c cos p + A) 

= cos p A) 

_ c cou p -f- A 
i -f-c 
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Des deux dernières on lire ^ —j-un-it') == “a"" * * CC < 1 UI donnC 

en intégrant, F (c',«»') = i T fF C c > *)■ Nous n ‘ a i oulons P° iat de 

constante , parce que les amplitudes p et p' s’évanouissent en même 
temps. On voit donc par ce résultat que les fonctions F(c', p ), 
F (c, p) seront entre elles dans un rapport constant , quelles que 
soient les amplitudes p' et p, pourvu quelles soient liées entre elles 
par l’équation sin (a?' — c sin p. 

Observons que comme l’arc p croit indéfiniment , et peut être de 
tant de circonférences qu’on voudra, l’arc p' croltaussi indéfiniment, 
mais de manière que 3p'‘ — p est toujours renfermé entre les limites 
_|_ Q et — 0, 6 étant l’arc dont c est le sinus. Eu effet, puisqu’on a 
sin ( ip' — f) = « sin p et cos (af— p) = A , A étant toujours 
positif, on voit que 3p' — p est toujours égal au plus petit arc Ji , 
positif ou négatif, déterminé par l’équation sin <A=csinip=sin0sinip; 
ainsi on a toujours p' = ^ ou 3p — J\.. D apres cette 

observation, on n’aura jamais aucune ambiguité à craindre dans la 
détermination des valeurs respectives de p' et p. 

Si l’on fait p' = £•*■, on aura p —* et F ( c , p ) = aF' (c) ; ainsi 
les fonctions complètes F' (c'), F' (c) ont entre elles cette relation 

F‘ (</) = (* + «) F 1 (c). 


( 59 ). Concevons maintenant qu’à partir du terme donné c, on 
forme une suite infinie de modules c, c, c *, c ", etc., d’après 

la loi , ^ 

j ay/c „» ay/c' m ay/>* 


1 -+■ c * 


i+f 


1 + C*> 


etc. 


Cette suite de modules qui est continuellement croissante , aura pour 
limite l’unité, et atteindra sensiblement cette limite au bout d’un 
assez petit nombre de termes. 

Si on appelle par analogie b', b‘ t b", etc. les comple'mens des 
modules c', c', c ", etc. , la suite b', b’, b", etc. sera continuelle- 
ment décroissante , et chaque terme se déduira du module précé- 
dent suivant cette loi • 


J •“* C 1 " C j jp 1 - ■"* c 

»ï= 7 j-, 0 = — b =—T—„y etc. 
i + c 7 i -4-c 1 1 -f" c 
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Soit ensuite p , p', <p', p“, etc. la série des amplitudes qui se dé- 
duisent chacune de la précédente par les formules 


sin (a?' — 9 ) = c sin p 
sin (a#* — y') = c'sin 
sin (ap* — <p‘) = c'sin p' 
etc. 


on formera de cette manière une suite infinie de fonctions de pre- 
mière espèce F(c , <p ), F (c', çQ, F ( c', q >‘) , etc. 1 , entre lesquelles 
on aura les équations 


i + e 


F («',*') = 

F(c',o = i ± 1 ' 

F (c-, 0 = 141 


F(c,<p) 

F(c'^) = -i±î.i4^FCc^) 

F («', O = 4“ • “T” * ~a"“ * ( C >Q)> 


etc. 

d’où il suit que deux quelconques de ces fonctions sont toujours 
entre elles dans un rapport constant pour toutes les valeurs des 
amplitudes correspondantes. 


Quant aux fonctions complètes , leurs rapports seront également 
constans, et l'équation F 1 (c) = (i-j-c) F'(c), déjà trouvée, don- 
ncra-successivement 


F' (<0 = (i-f-c) F'.(c) 

F' (O = 04- c') F'(c')^= (. +c) (,+c') F' (c) . 

, F’ (c“) = (,+c') F- (O = (i+c) (i+O (« +0 F* W - 
etc. 

(60). On peut encore donner à ces résultats une plus grande 
extension. En effet , la suite infinie de modules c , c', c*, etc. , qui 
est croissante dans un sens, et qui a pour limite l'unité , peut être 
prolongée à l’infini dans le sens contraire où elle sera décroissante 
et aura pour limite zéro. Désignons par c , <?, c", c***, etc. cette 
suite décroissante ; la loi qui lie deux termes consécutifs sera 
semblablement 


e 


al /c* 


ay/r- 
1 ■ 



etc. 
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Mais pour former chaque terme au moyen du précédent , il sera 
plus simple de se servir des valeurs suivantes , où A*, A", A"% etc. 
désignent les complémens des modules c” , c“°, c*“, etc. , 


c° 


i —6 

l -f- 6 ’ 



etc. 


Cela pose , si on désigne par p , p°, p*°, etc. la série des am- 
plitudes correspondantes aux modules c , c’, c*“, c”*, etc., on aura 
d’aliord sin ( a$ — Ç° ) = c° siu p% équation qu'il faut résoudre pour 
déduire p* de p ; on en tire successivement 


sin p* = ( i b) 


sin ç cos ÿ 

â ~ 


cos *» = 

T A 

Cette dernière peut se mettre sous la forme très-simple tang (p* — p) 
— I, tang p , et on en déduirait sans ambiguité , 

p”= 2 p — c • sin2p4- j c " sin 4P — j c ,J sin Gp-4-etc., 


ce qui s’accorde avec la remarque que nous avons faite sur la 
valeur toujours limitée de 2 p' — p , qui s’applique à — p' , 
ap° — p*% etc. 

Supposons donc qu’après avoir déterminé les modules décroissait* 
c’, c ~, c"‘, etc. , ainsi que leurs complémens A°, A”, b •*% etc. comme 
il vient d’ètre dit, on calcule successivement les amplitudes p% p”, 
p“% etc. par les formules 


tang ( p” — <p ) = A tang p 
tang (p°* — p° ) = A° tang p* 
tang (p°" — p~) = A" tang p”. 
etc. 


Alors on aura une suite inGnie de fonctions F (c,p), F (e*,p'), 
F (c*’, p°“) , etc. liées entre elles par des rapports constans, en 
cette sorte : 
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F(c , <p) = i±f!F(c*,«r) 

F (*«,*•) = ~y~ F ( c "> 

F (c“, ®”) = ---- F (c*“, <p°") 
etc. 

Lorsqu’on fait ® = £ * , on a ®“ = ir , ®" = air, ®**° = 4*» e,c - > 
d’où il suit que les fonctions complètes ont entre elles ces relations 

F'C c ) = (» + c*)F'(c“ ) 

F'(c»)=;(i -+- c~)F'(c") 

F' (c“) = (t +c*-) F , (c* , “) 
etc. 

Application de la même loi aux fondions elliptiques 
de la seconde espèce. 

(6i). Considérons pre'sentement les deux fonctions E ( e, ®) = 
flç A ( c } ®) , E (<?', ®') = yi/®'A (c', ®') ; si dans la seconde for- 
mule on substitue pour df et &(c', ®') les valeurs trouvées art. 58, 
on aura 

(a+ c) E (c, ®') —f^( c c°s 

= aE(c, ®) — b ‘ F (c,®)+acsin®; 

d’où l’oij^voit que la fonction de première espèce F (c, ®) peut 
s'exprimer par les deux arcs d’ellipse E ( c , ®) , E ( c', ®') , puis- 
qu'on a 

£*F (c, ®)= aE(c,®) — (a + ac)E(c' > ®') + 2 c sia ®. 

(6a). On a trouve' (art. i3) que l’expression de l’arc d’hyper- 
bole est 

T = A taDg ® — E (c, ®)-f- b ‘ F (c, ®); 
si on y substitue la valeur de J’F (c, ®) , cette expression deviendra 
T = A tang ® + E(c,® ) — a ( i -f- c) E (c% ®')-f- ac siu ®; 
d’où il suit qu’un arc d'hyperbole peut toujours s'exprimer par deux 


H 
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arcs d'ellipse , ce qui est le beau théorème dont Landen a enrichi 

la Géométrie (*). 

Nous avons déjà appelé G (c) la différence entre l’arc d’hyper- 
bole T et sa tangente A lang?, terminée à la perpendiculaire abaissée 
du centre ; cette différence s’exprime donc en général par deux arcs 
d’ellipse , de sorte qu’on a - 

G (?) = a( i-f-c)E (<•', ?>') — E(c, ?)— ac sin <p ; 

et en particulier lorsqu’on fait <p = on a pour l'expression dé 
la différence entre l’asj mptolo et la courbe, 

G* = a ( i -(- c) E (c‘, ?') — E 1 (<•)' — a c. 

Mais puisque <p — j -x , on a sin ( a$' — j -a ) = c sin $ = c , ou 
cos 2 $' — — c , ce qui donne sin* <p' = ; donc l’arc 

E (c' t p') est celui qui se mesure par la moitié de E’ (c'), et on a 
E'(c',f')=;E'(c')+i(i —b'Y Substituant cette valeur dans 
celle de G 1 , il viendra 

. C*a=C. + c)E'C«0~E*(e), 

donc la transcendante G‘ est égale à la différence des deux quarts 
d’ellipse qui out pour demi-axes , l’un i-f-cet i — c t l’autre 
i et y (i — c*). 

(63). La valeur de F trouvée n“ 6i , est l’intégrale de forme 
particulière qui satisfait aux équations différentielles (e") de l’ar- 
ticle 43 ; nous allons en déduire de nouvelles propriétés des 
fonctions E. . 

Considérons une suite infinie de fonctions E(c,î),E(c' ) é'), 
E ( c'y <p“ ) , etc. formées d’après la même loi que les fonctions de 
première espèce F (c, <p) , F ( c', tp') , F (c*, <p ‘ ) , etc. , on aura 
d’abord les deux équations 

; <p) = E(c, ? ) — (1 *+-c) E(c', ip') -f- csin <p 

* A ’F («/, <p') = E {c', c’) E (c', <p') + c' sin } 


(■) On déduirait aisément de» mêmes formules que tout arc d’ellipse peut 
s’exprimer par deux arcs d’hyperbole. 


: 


Digitized by Google 



DES FACTIONS ELLIPTIQUES. 87 

niais on a de plus T (c', <p”) = l’(c, p) ; éliminant donc de 

ces trois équations les fonctions de première espèce, on aura entre 
les trois fonctions consécutives de seconde espèce E(c, ç), E(c', p ') , 
E («', p") , cette équation 

o = i A'(i-M') E (c, <p) — (a+i') E(c', O 4 - a (. +c') E (c% f) 

■+■ i (1 — b') sin 1 p — ac' sin <p ‘ , 

équation qui peut être considérée comme une sorte d'intégrale particu- 
lière de l'équation différentielle du second ordre o=(i-f-e*) — -f-etc. 
donnée art. 45 . 

La même équation peut être appliquée à trois ellipses consécu- 
tives, prises non-seulement dans la suite infinie E (c, p) , E (c, p') , 
E {c , p ") , E (c", p") , etc. , mais en général dans la suite double- 
ment infinie 

• E (c', <p') , Ê (c', ?') , E (e , p) , E (c*, v) , E (c-, r°), 

dont les extrêmes sont , d’une part, l’ellipse qui a pour excentricité 1 
et qui se réduit à son grand axe; d’autre part , l’ellipse qui a pour 
excentricité o et qui se confoud avec le cercle : il en résulte 
donc que par la rectification indéfinie de deux ellipses de cette 
suite, on obtient la rectification indéfinie de toutes les autres. 

. La formule générale se simplifie lorsqu’il s’agit de la rectification 
définie de ces ellipses. En effet si on fait p" = i ir, on aura f ' — -r 
et p = 27 T , ce qui donnera E ( c', p^œE' (c’), E (c, p~) = 2F 1 (c'), 
E C r , <P) = 4E’ (c); donc on aura entre les trois quarts d’ellipse 
E’ (c) , E 1 (c') , E* (c') , cette équation 

° = 4 ' (.+/,')£’ (c)—{2+U) E’ (c') + (,-K') E‘(c'). 

On aura une équation semblable entre trois termes consécutifs 
quelconques pris dans la série générale des ellipses. Ainsi la cir- 
conférence d une ellipse proposée pourra toujours se déterminer 
exactement par les circonférences de deux ellipses , aussi peu dif- 
férentes de la ligne droite qu’on voudra , en prolongeant les séries 
dans un sens, ou aussi peu différentes du cercle qu’on voudra, eu 
prolongeant les séries dans l’autre sens. 
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Dans ce dernier cas , il faudrait faire usage des équations 
successives 

o = ) E* ( c ) — b°) E* (c°) -f- b° ( i-f-i“)E' ( c”) 

o = (t+c“) E- (c») — (a+4 *) E* (c">) + b" (i-fê>’»)E' (c~) 
etc. , 

qu’on prolongerait aussi loin qu’on aurait cru devoir prolonger la 
suite des modules c , c", c'*, etc. 

La de'terminalion exacte et absolue dont on vient de parler peut 
être regardée comme un théorème fort remarquable dans la théorie 
des transcendantes ; mais si on a seulement pour but d'obtenir des 
approximations , on y parviendra plus facilement par la méthode que 
nous donnerons ci-après. 


( 64 )- Nous avons trouvé (art. / ( i ) que les deux fonctions E 1 (c) , 
F' (c) , tant pour le module sin i5% que pour sou complément 
c — sin 75 % peuvent se déterminer par l’une des quatre fonctions 
supposée connue. Donc les deux séries d’ellipses formées , l’une 

d’après le module c — sin" i5* = ^ > l’ aulre d'après le 

module c *= sin j5‘ = sont le ^ es » q ue connaissant la 

circonférence d'une seule de cos ellipses , on pourra trouver la 
circouférence de toutes les autres. Il en est de même des deux 
suites de fonctions de première espèce F'(c) formées d’après les 
mêmes modules , et un seul terme connu dans ces quatre séries , 
suffira pour faire connaître tous les autres. 

Nous avons également trouvé(art. 1 a)que lorsque c=sin45*=p / J , 
les fonctions F' (c), E' (c) peuvent se déterminer l’une par l’autre; 
mais F'(c) se détermine généralement par les deux quantités E’(c), 
E' (</), ou par les deux E'(r) , E' (c°) , car d’après nos formules on 
trouve aisément 


iF'(c)= - E’ (c) + ( 1 +ê) E' (e*). 

Donc en général toutes les ellipses qui composent la série formée 
d’après le module c = sin 45% sont telles , que la circonférence 
de l’une d’elles étant connue , on pourra déterminer celle de toutes 
les autres. 

A 
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A ces trois cas généraux on peut en joindre un quatrième. 
Supposons qu'on ait b = c* = i-^, ce quidouneA = — 1 +j/a ; 
etc*=— a-f-a^/a, on aüraF' (i)=F'(c”)=^^ : F , (c)=^— F'(c), 
E* (A) E* (c*). Substituant ces valeurs dans la formule (<f), on aura 

£ = F' («) [E" (c)+ /Æ- (<?) - F'(c)]. 

Mais on a d'ailleurs AF' (c) = ( \ -f-A)E' (c*) — F.' ( c) ; ainsi on 
pourra déterminer E‘ (c) par E' ( c ' ), et eu général dans la suite 
d'ellipses, formée d'après le module c= 1/(3 y/ 2 — 2), la circon- 
férence d'une seule ellipse étant connue , on pourra déterminer 
celle de toutes les autres. 

Méthode tt approximation appliquée aux fonctions elliptiques 
de la première espèce. 


( 65 ). Etant proposée la fonction F (c , p) dont on veut avoir une 
valeur approcliée, on calculera les modules décroissais c*, c”, c°", etc. 
et les amplitudes croissantes <p\ tp°° , etc. par les formules de 

l’art. 60; on aura ainsi successivement 

F (#, *) = i±£ F (c°, r) 


I -t-C ° 
a 


1 +c“ 


F(e", <r) 


s 


i-Pc» 

a 

etc. 


i 4-c” 
a 


i+c« 


• F (c—, ?>"•) 


Mais lorsque c est devenu très-petit , on a A = 1 et Ç — <p. Soit 

donc ® la limite des angles i i <p", j etc. , limite qu'ils attein- 
dront toujours sensiblement atï bout d’un certain nombre de termes, 
et on aurais fonction demandée % 


F (c, <f)= ® (1 -+-c°) ( 1 -f- c“) (1 -f -c"*), etc. 

Lorsque <p=j-ir, la limite <I> sera pareillement j ar , de sorte 

ta 


♦ 


. « 
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F* (c) = ?(i+c*)(i+c**)(i + «“*), etc. 


Le produit constant (i -f- c* )(i 4-e”) (i-f-c***), etc. que non* 
représenterons par K, peut aussi s’exprimer de cette manière : 

1/ _ a V'«"’* .... . 

etC f 

et sous cette forme il est aise' à calculer par logarithmes. K étant 
connu, on auraF(c, p) =K.® et F 1 ( c )= K..^. 

Pour faciliter le calcul des modules dëcroissans, on de'terroinera 
un angle auxiliaire y. par l’équation sin/4=c, ce qui donnera 
£ = cos^iet c*=:taDg* ; y.. Faisant de même c° = tang* ^u^siny,’, 
ce qui déterminera un nouvel angle y.', on aura c** = tang* j y.'°, et 
ainsi de suite. 

Lorsqu’on sera parvenu à un c fort petit , on pourra , pour éviter 
les auglcs trop petits , calculer le terme suivant c° par la formule 

a 1 . » 1 • 3 i * 1 .3.5 | | 

^=4 C + ^o^ + re:8 c +elc -» 

• dont le premier ou tout au plus les deux premiers termes suffiront. 

Quant au calcul des angles <f>°, (p”, etc. , nous n’avons rien à ajouter 
à la simplicité de la formule tang (9° — <p) —b tang <p , qui est très- 
propre au calcul trigononiétrique. Nous rappellerons seulement , 
ce qui a été dit art. 6o , que l’angle <p° — 9 est presque égal à <p 
lorsque c est très-petit , et qu’en général sa différence avec 9 est 
moindre que l’angle qui a pour sinus c. 11 faut donc prendre pour 
l’angle 9° — 9, non pas toujours le plus petit angle que donnent 
les tables des sinus, mais celui qui approche beaucoup de <p , et qui 
peut être de plusieurs circonférences. 

* ^ V 

♦ EXEMPLE. 

(G6). On demande la valeur- de la fonction F(c,<p), lorsque 
c *= ; V / (a + 1/3) = sin 75* et tang 9 = y/ (p~) 
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Voici d'abord un tableau qui offre le calcul des modules et de 
leurs complemens ; 


Pâleurs des c et b. 


C 

b 

C* 

f 

b" 


= sin 7 5 “ o' o'oo.. 
= cos 75. o. 0.00.. 

{ tang* 57 . 30 . o.oot 
sin 36 . 4 > i 6 > 4 7 )’ 
= cos 36 . 4 . 16 . 47 .. 

(tang* 18. a. 8 .a 35 t 

[sin 6. 5 . 9.38 } 
= cos 6. 5 . 9.58.. 


c .„> ftang* 3 . a. 34. 69I 
[sin o. 9.43.90)" 
£•” = cos* o. 9.43.90.. 

c”~”= 4 (c* 00 )* + etc 

, 


Leurs logarithmes. 

• 9-9849438 

• 9-4' 2996a 

*. 9 - 7 6 99 6, ° 

• 9-9075648 
. 9.0353880 

• 9-997545a 

. 7.451167a 

. 9.999998a 
. 4-3003761 
. 0.0000000 



Ces logarithmes donneront aisément la valeur de K, pour laquelle 
il suffira d’employer quatre facteurs. On aura ainsi logK,=o.a 46 o 56 i 

etK= 1.7633037. De là résulte d’abord F' =^K. = 3. 7680631 j 
on trouvera ensuite parle calcul des amplitudes , 

tp = 47“ 3 ' 3 o' 94 
• - • • <p° = 6 a. 36 . 3 .io 

( ** = 119 . 55 . 47.67 
_ 2 / f0- Ci 0.19 
480. o. 0.00. 

Les autres valeurs de <p augmenteraient eu raison double ; d’où il 
suit que la limite des angles , etc. est 30 ” ou g ; donc on 

a F(c,?) = Kg =0.9336877, ce qui s’accorde avec la valeur 
trouvée art. a8. 

Remarquons que puisque la limite <D= 3 o*= g •* , ou a F= jF‘; 


et en effet cette égalité a rigoureusement lieu d’après la valeur 
que nous avons prise pour taug <p. Voyez l’article 34. 
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(67) . Etant donnée la valeur de l’amplitude 9 , on voit qu il est 

facile de trouver la fonction F avec toute 1 exactitude nécessaire ; 
réciproquement il peut être utile de déterminer 1 amplitude en sup- 
posant connue la valeur de la fonction F. Pour cet effet, il faudra 
calculer les termes de la série c”, c’"‘ ) etc. jusqu à un terme asse» 
petit pour être négligé. Soit, par exemple, ce terme e'°”, ou pour 
abréger c* 1 ; puisqu’on a Ç' ! = c” 5 sin*p'“-|- etc., on aura 

d’une manière suffisamment exacte 9° >== a?’*, et à plus forte raison 
9^=2^, etc. Doncla limite des angles 9» - ; 9°°> etc. sera p"*: 

cette limite a été désignée par ® , ainsi on aura $’ 4 = 16 <D. D'ail- 
leurs la valeur de F étant donnée , on connaît <I> par l’équation 

C> — *r ; donc on connaîtra aussi 9'* — iG9. Cela posé , on calcu— 
K. 

lcra successivement les valeurs de 9°°°? f , 9°j 9 , au moyen de» 
équations 

sin (ap 0 ’— p’ 4 ) = e* 4 sin 9’* 
sin (a?’* — <P“’) = c° 5 sin 9° 3 
sm (ap° — 9°') — C'sin 9" 
siu (29 — ) — «* sin 9°, 

et on aura l’amplitude cherchée 9- 

Cette méthode s’applique particulièrement à la résolution de 
l'équation F (>[.) = «F (9), quel que soit n. Etant donné 9 , on 
connaîtra F (9) et nF (9) , ou F (4)» ensuite de F (4), on déduira 
l'amplitude 4> comme on vient de l'expliquer. Ce moyen n’exigera 
jamais qu’un petit nombre d’opérations, à qpins que 1 — c ne soit 
d’une petitesse excessive ; au lieu que si n était un peu grand ou 
seulement fractionnaire , les méthodes algébriques que nous avons 
données pour déterminer d’après l’équation V (9. ) — nF(^) 
deviendraient très-longues ou même impraticables. 

(68) . I.a méthode que nous venons d’exposer est en général très- 
expéditivc ; elle exigera seulement qu’on calcule quelques termes 
de plus , tant dans la suite des modules que dans celle des ampli- 
tudes , lorsque c sera extrêmement près de l’unitc ; mais on peut 
s'assurer que ce nombre de termes ne sera jamais bien considé- 
rable , car dans l'hypothèse où on devrait continuer la suite c, c-*, 
c", etc. jusqu’au dixième terme pour que ce terme fût d’une unité 
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décimale du dixième ordre , il faudrait que la valeur primitive de 
b fût plus petite que io~", et par conséquent que celle de i — c 
fût plus petite que io~ '*. 

L’universalité de la méthode est suffisamment étabiic par cette 

observation; cependant lorsque 1 — c est extrêmement petit, on 

peut profiter de cette circonstance pour simplifier les calculs , et 

procéder d’une autre manière aux approximations. 

Dans le cas dont il s’agit, la quantité b est très-petite , et comme 

on aF = f —, — . . — r , si l’amplitude © est telle que tan»© 

J v/(co»*ç+ f ) * 1 tôt 

soit beaucoup plus petite que , on aura d’une manière suffisam- 
ment approchée 

F = f Ï5T? = log tang ^ 45 ” +s (p )- 

Si tang © est plus grande que ^ , il faudra transformer la for- 
mule proposée F ( c , © ) en une autre où b soit beaucoup plus 
petit, afin que dans la transformée b tang#© devienne une quantité 
négligeable. C'est ce qu'il est facile d'obtenir en calculant jusqu’au 
terme convenable les modules croissans c', c etc. et les amplitudes 
©', ©', etc. , par les formules de l’article 5g. 

Soit pour cet effet b = sin A, on aura b' = tang* j A; soit de nou- 
veau b' = tang’j A = sin A', on aura b' = tarig* ^ A', et ainsi de 

suite jusqu’à un terme b ! ‘ qui ait le degré de petitesse exigé; on 
calculera ensuite les amplitudes ©, ©', ©', ©*, etc., jusqu’à un terme 

©•“ qui corresponde à la dernière valeur de b ; et ce terme étant 
nommé <t>', si l’on fait 


R' 


■+■ C " 1 -f-c' ‘ i -f-o' 


etc. 




on aura 

<t>) = N' log ta«g (45° + ;*')• 


GÉte valeur sera exacte si on prolonge à l’infini les facteurs dont est 
composé K.', et la suite dont ©'est le dernier terme; mais au bout 
d’un assez petit nombre de termes , on obtiendra en général tdut le 
degré d'approximation qu’on peut désirer. Ou aurait en même temps 
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pour la fonction complète F'(c), soit la valeur donne'e par la formule 

précédente en calculant l'angle 0' par le moyen de 0 = 90% soit 

la valeur F’ (c) = K' log 
a o 


EXEMPLE. 


(69). Soit comme ci-dessus c = sin y 5 *, tang 0 = ce 

cas est peu favorable à l’application de la méthode précédente, parce 
que b n’est pas une quantité très-petite. 

Ou calculera d’abord les modules croissans c', c', c", etc., et leurs 
complémcns b', b', b’, etc., comme il suit; 


Valeurs des b fl c. 

Leurs logarithmes. 

b= sin i5“ 0 ' 0 * 00 .. 


c— cos i5. 0 . 0 . 00 .. 


( Un S* 7-5 o- 0 . 00 ) 
[sin 0.59.35.341 

8. a38858a 


9 9999548 

|tang* 0 . 39 . 47 . 63 ) _ 
(sin 0 . o.clc. J 


c* 


r-u t>- y 


C 9 a 



Ensuite le calcul des amplitudes <p', 0', etc. donne les résultats 
suivans r 

<p = 47 ' 3' 3o* q5 , aÿ — 0 = 45*. 

0 ' — 46- 1 . 45.475 
0" = 46.1.39.41 
0‘— 46 - 1.39.41- 

La valeur du facteur K' se réduit dans cet exemple à \J - s ai 

on a log PL' = 0.0074955; et comme on a trouvé 0‘ = /fi“ 1' ag ‘ , 
on aura 

F (0) = K' log tang 68“ o' 44*7°5. 
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Ce log-tangente pris dans les Tables , et multiplié ensuite par le 
module pour en faire un logarithme hyperbolique , donnera 

log F = 9 ,965 o54 7 , 

ou F ==0.9226877 , comme on l’a déjà trouvé n° 66. 

Si dans le même exemple on veut avoir la valeur de la fonction 
complète , il faudra faire 9 = 90% et calculer successivement les 
valeurs de 9', 9', etc., ce qui donnera 

0' = 8a” 3 o' o' 00 

0’ = 83.38.3. 84 

9 '= 9 *- 

Donc la limite = 82° 38' a' 84 , et ainsi la fonction complète 
F 1 = K' log tang 86 * 14' 1' 4 a , 

on logF'=o. 44 31 76 i > ce S u * s’accorde avec la valeur trouvée n*66. 

Nous remarquerons que dans cet exemple il a été nécessaire de 
recourir à un moyen particulier pour déterminer avec la précision 
convenable, l'amplitude 9* qui se confond sensiblement avec la 
limite L’équation siu ( 29' — 9' ) = c‘ sin 9 ', la plus directe pour 
déterminer 9*, n’est pas propre à donner bien exactement les frac- 
tions de seconde contenues dans 9', parce que ccs fractions influent 
très-peu sur le sinus d’un angle de 8a% trop rapproché de l’angle 
droit. Dans ce cas, et dans tous les semblables. qui peuvent se ren- 
contrer , on déterminera 9' beaucoup plus exactement au moyen de 
l’équation tang (0 ' — 9") — A* tang 9’, ou 9'-*- 9' = RA" tang 9", 
R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon : pour cela , 
.il faudra mettre dans le second membre 0' au lieu de 9*, ce qui 
donnera une première valeur approchée de 9' — 9', et par conséquent 
une de 9 *- Substituant de nouveau cette valeur à la place de 0" 
dans le second membre, on aura unç, seconde valeur de 9' — 9' 
qui devra être approchée au moins jusqu'aux centièmes de seconde. 

Dans l'exemple dont il s'agit, on fera donc d’abord 0' — 9" = 
RA" tang 8 a* 3 o', ce qui donnera9' — 9'= i' 57'68 et9’=83’28 a'âa. 
Substituant de nouveau cette valeur au lieu de 9', on aura plus 
exactement 9' — 9" = II# tang 8a~ 28' a”. 3 a = 1' 5 7 * 1G7 , d’où 
9* = 8a* a8' 2' 833 . 
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(70). Ou voit maintenant qu'il y a deux méthodes pour détermi- 
ner la valeur approchée d’une fonction de première espèce F (c, 
dont le module et l’amplitude sont connus. Si c est plus petit que 

^ ou siu 4 ô% il conviendra de se servir de la méthode du n° 65 , 
suivant laquelle calculant les modules décroissans c", c**, c***, etc. 
et les amplitudes croissantes ^’°, 0°“, etc., on obtient la formule 
F (c, <f>) = K<J>. 

Si le module c est plus grand que sin 45 °, il conviendra de se 
servir de la méthode du n° 68 , qui consiste à calculer les modules 
croissans c' t c, c m , etc., et les amplitudes décroissantes <p' , ®°, etc., 

d’ou l’on conclut F (c, <p ) = K.' log tang ( 45 °-{- ~ <&'). 

Ces deux méthodes s’étendent à voloutc l’une et l’autre au-delà 
de la limite que nous avons fixée. Mais pour diminuer autant qu’il 
est possible le nombre des transformées , il est bon de s’en tenir à 
cette limite, et de celte manière on n’aura jamais besoin de calculer 
plus de trois termes tant de la série des modules que de celle des 
amplitudes , pour obtenir un résultat approché jusqu’au septième 
rang de décimales. 

Il est fort remarquable que la fonction F puisse toujours s’exprimer 
à volonté par un arc de cercle ou par un logarithme; mais on voit 
qu’elle se rapproche davantage des arcs de cercle si on a c* < \ , et 
quelle a plus d'affinité avec les logarithmes, si on a c* > j. 


(71). Nous avons fait voir dans l’article 67 comment on déter- 
mine l’amplitude <ç qui répond à une valeur donnée de la fonction 
P ( c t $)• La méthode exposée dans cet article, a toute la perfection 
qu’on peut désirer lorsque c* est < j, et elle peut s’appliquer avec 
succès lorsque c* s’approche beaucoup plus de l’unité. Cependant' 
si l'on veut que le nombre des transformées soit le plus petit pos- 
sible, il faudra, lorsque c‘ sera > v , appliquer la méthode d'approxi- 
mation de l'article 68. 

Pour cela on commencera par calculer la suite c', c', c r , etc. 
jusqu’à un terme qui ne diffère pas sensiblement de l’unité. Cette 
limite est c" ou même c‘, lorsqu’on ne veut pas pousser l’exactitude 


au-delà de six ou 
K.' étant connu. 


sept décimales. De là on tirera R/=y/ Ç-~- y - ' -') ’• 

• ^ F 

ou connaîtra log tangT 45 °-f- à <&')■= De ce 


logarithme 
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logarithme hyperbolique ou du logarithme vulgaire qui lui corres- 
pond , ou tirera la valeur de l'angle <P', limite des angles <p', <p' t 
<p m , etc. Si on s’est arrêté à c“ en négligeant la différence 1 — c", 
alors p* pourra être pris pour la limite <t>\ Connaissant 9’, on re- 
montera successivement aux valeurs de p", <p' , <p par les équations 

tan g (<p " — <p“) — A* tang <p" 
tang (p' — (J.*) = b' tang <p* 
tang (<p — <p') = b' tang <p' ; 

on connaîtra donc l’amplitude cherchée <p. 

On peut par ces méthodes déterminer la fonction F en connais- 
sant son amplitude, ou réciproquement, déterminer l’amplitude en 
connaissant la fonction ; de manière qu'il suffira de calculer quatre 
à cinq termes au plus de la série de* modules, et un pareil nombre 
de termes de la série des amplitudes, pour avoir dix décimales 
exactes, si les Tables dont oft fait usage sont à dix décimales. Si 
elles en avaient vingt, il suffirait de calculer un tenue de plus dans 
les séries mentionnées pour avoir des résultats exacts jusqu’à la 
vingtième décimale, et ainsi de suite. 

Propriétés particulières des fonctions F (c) , /'(b) , dont les 
modules sont cornplémens Vun de l’autre. 

\ 

(7a). Nous avons vu qu’en prolongeant la suite indéfinie des 
modules dérivés d'un module donné c , tant dans le sens où ils 
convergent vers la limite o, que dans le sens où ils coiwcigent 
vers la limite 1 , on a pour les fonctions indéfinies et pour les fonc- 
tions définies , ces deux suites d'équations 

F (<■,?) = ~ F (c», F‘(c)=(.+c°)F'(r°) 

« 

F (r,p) =^. F ( c»», F'(e)=(i+e'Xi+c“) F'(c») 

F (c—, *— ) F'(c)=(i-K 0 )(l-t-<~)Ct+c— )F-(<."“) 

etc. etc. 

iî 
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F (c,?)=7^F( c '.*') 

F(c,rt = T^.^ F (c', Ç ') 


F (<:,*) = 


1 + c’ l+c"’ l+< 


etc. 


,F 'CO=“F-(c') 


;F (**, O 


f 'W- 7 +-cT+? F '^ 

^TTcTh'TTc^ 

etc. 


Mettons dans ces dernières formules C , B , C', B', etc. au lieu de 
c, b , </, b', nous aurons d’abord 


.Ffc^^-^Fcc',*'), F'CO^^F'CQ. 

Supposons ensuite qu’on ait C — b, et par suite B=c, on aura 
C' = = 6”, par conséquent B' = c*; de même on 

aurait dans les transformc'cs suivantes C" = A”, B’ = c”, C"=i“*, 
B"=c' 0 °, etc. Mais on a en même temps l’équation c” = -j-p| qui 

J 1 1 i+f 1 ’ 1 t+t” . , 

donne — —p = — — r = , — r-73 = — v. = , etc ; donc 

la seconde série d’équations transférée au module complémentaire 
donnera 

F (*,*) = («+«*) F (4*,f) F‘($)=I±lV(è<0 

F (6,*) = (<+«*)(■ +c~) F (i”. 9l F'(i) = ±±£ . F- (A~) 

F(i, 9 ) = (,+c»)(.+t”)(.+£*”)F(5«>, O F’(i) = . l±lü . F'(4~) 

9 3 9 

etc. etc. 


Or à mesure que b‘ devient plus grand , on a de plus en plus es ac- 
tement F(A, <p‘) = log tang ( 45 * + ~ tf) et F'fi^==Iog ; donc 
on aura par une approximation toujours croissante. 


F(i,*)=a(i+«*) log tang (45’+je') 

F(i,»)=(t+£ 0 X>+<.”) log tang (45*+ jp") 

FCi ( e)=(i+OC'+c")('+c“')logta n g(45*+iO 

etc. 


F>(4)=i±^logi 

F, 4 )=^.l±^ l06 l 

p^- t+c’ i+o" i-K” 
J a * a * a 
etc. 
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La première série d'équations donne semblablement, pour le module 
c y les formules d'approximation 


F (<", O- 


l+C* 


2 a 


F(c,p) = 


— i±f! 


f-(0 = (i-h«)? 

F‘(0 5 

F'(0 = (tH^Ci-K^Xi+c»-) 5 
etc. 


Il y a diverses conséquences à tirer de ces formules. 


(73). Dans le cas de b =. c—ÿ\, où l’on a c' = b° , b' = c* , 
c ‘— b°°> b’ — e°% etc. , ces formules offrent pour la même fonc- 
tion F (c, tp) deux séries de valeurs qui étant comparées terme à 
terme, donnent 


F( e», **)=aF (c'.f') 

F(c“, 0 - )=4F(c',ç') 

F(c»,n=«F( C * J ?*) 

etc. 


F, (c“) = i F ’(c') 
F’(c~) = { F-(c') 
F‘(0=îF'(c*) 
etc. 


Ces formules ont lieu rigoureusement : les suivantes n’ont lieu 
que d’une manière approchée , mais l'approximation est toujours 
croissante : 


ÎP° — l°g »ang (45«+ if') 

îf ro = log tang (45M- i f") 

if-=log tang(4^+ ’f«) 
etc. 




11 résulte de là que si la série <p ,* ^ ^ - , etc. a pour limite <D , 

et que dans le sens contraire la série p , <p m , (fT , etc. ait pour 
limite <I>', on aura exactement (dans pliypo thèse du module 
c=sin 45“’) , 

<t sss log tang (45“+ j <&' ). 


I 
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Si on fait en particulier <p = - sr, on trouvera successivement 

?' = 67' 3o' o* 00 
?* = CG. 3o.54. 36 
?" = GG.30-47-74 

?”= ?’. • 1 ' 

* \ 

Ainsi la limite autant qu’elle peut être déterminée avec uue table 
à sept décimales, est 66° 5o' 47*74 » ^ en résulte 


1 = log ‘«"g 7 8 ° « 5 ' a â*8j ; 


ce qui est en effet une valeur fort approchée de -. On pourrait aug- 
menter indéfiniment le degré d’approximation en calculant la limite 
par des tables plus étendues. 

Mais il résulte de l’autre série d’équations un moyen encore plus 
facile d’avoir la valeur logarithmique du nombre tt , puisqu’on voit 
que ce nombre est égal à la limite vers laquelle convergent rapide- 
ment les termes successifs 

logfL ïîog^, etc. 

Pour savoir jusqu’à quel point chaque terme de cette suite approche 
de la vraie valeur de it , je désigne par c* le n‘""' terme de la suite 
c*, c”, etc. , et j’appelle x la valeur approchée de rc donnée par ce 

, 1 , A 

terme , ensortc quon aura x = Jog Je suppose ensuite que 
pour le t^nic c m *' t la quantité x devienne x — a , on aura 
x — u= p log -pxr- Mais suivant l’article 65 , on a (c*)* 

(«*)‘> Jonc piir = (?) [ 1 — t ( er )• ] , et par conséquent 

lo g = 3 lo s (?) — 2c * + '; doQC 


1 , 4 

.r — <*== — log ' — 




et ainsi u = ■—— c m+ '. Mais puisqu'on a d’une manière très-ap- 
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procliée - 7 T = il s’ensuit c' , -‘- , = 4 e-, ’ ,r > doncùi=a 1— '’c- J " r , 

et log u = — (n — 3 ) log 2 — a*3T , ou en logarithmes vulgaires , 
log » = — (n — 3 ) log a — a" - 5 ( io. 91 5 ). 

Lorsque /i= 5 , cette formule donne lpg o> = — 10.91 5 ; ainsi le 
troisième terme $ log ~~ donne déjà la valeur de ts exacte jusqu’à 
dix décimales. 

Lorsque n= 4 > on a l^L® — — aa.iïi ; ainsi le quatrième terme 
donne aa décimales e\j£j^,Ic cinquième en donne /J/}. , le sixième 

88, et le septième 175. D'où I on voit que — log ~ est une valeur 

beaucoup plus approchée de -jr que celle qu’a donnée Wéga avec 
i^o décimales. Quant à la valeur de c elle se déduit successive- 
ment de celle de c , par do simples extractions de racines quarrées, 
puisque d’un module c on passe au module suivaut par le moyeu 

de la formule c° = 

(74). Supposons maintenant que les deux fonctions complètes 
F‘ (£), F'(e) soient entre elles dans un rapport connu, ensortc 
qu’on ait F'(A) = wF'(c), il suit des formules du n° 72, qü'on aura , 

i“- ~ = )°g tang (ft'+i®') , étant la limite des angles ç", 

<è", etc. calculés en supposant (p = j K-, c’est-à-dire que — sera 
la limite de la suite 

logtang( 45 ”-|-ï?Q, log tang ( 45 l, -f- ± $’) , logtang (45»+^') , etc. ; 

a°. que ^ sera également la limite de la suite 
1 

» lo 6 ^ » ilogj;, ï log etc. 

I.c cas de b = c est compris dans ces formules en supposant m= 1 ; 
mais il y a d autres cas où l’on peut en faire l’application. 

Ainsi nous avons trouvé que lorsque c=sini 5 % on a F‘(&) = 
l/ 3 F'(c). Donc en calculant la suite c“, c”, etc. d’après le module 

c = sin i 5 “=i \/(i— y/ 3 ), on voit que sera égal à la limite 



loa 


PREMIÈRE PARTIE. 


de la suite 


i lo s ê » 


i l °g 




ï lo g 4 ; , «‘ c - 


le premier terme donnerait n— ^ log — - a — = 3 . i 4 iG 36 , valeur 
qui ne diffère de la véritable que dans la cinquième décimale. 

Nous verrons ci-après qu’en faisant c = sin a, a étant déterminé 
par l’équation sin 2a.— tang* i 5 °, on a F'(A)= 5 F'(e); ainsi en cal- 
culant la suite des modules c°, c ", etc. d’après la valeur c — siu a , 

on aura ^ = j log j- , | log — , etc. ; etq(|r le premier terme de 

cette suite, on obtient K= 3 . 14 1 3926627 , l’erreur n’étant que d’une 
unité décimale du huitième ordre ; d'où l’on peut conclure qu’au 
cinquième terme , l’approximation équivaudrait à 1 aS décimale* 
environ. 

Enfin nous avons vu qu’en prenant b= \/ 2 — 1 , c= 1/(2 4/ a — a), 
les fonctions F'(c) , F'(J) sont telles qu’on a F' (c) = 4/ 2 F '( 4 ); dans 

ce cas, on ferait m = p- , et les formules précédentes offriront une 


nouvelle application en donnant la valeur approchée de 


a[/a‘ 


Méthode d’approximation appliquée aux fonctions ellip- 
tiques de la seconde espice. 

(75). Considérons généralement une fonction G composée de la 
première et de la seconde espèce , ensorte qu’on ait 

G=/(À + B sin*?)^. 

Si on y substitue les valeurs sin* <p = j ( 1 -f- c° sin*<p* — A' cos <p°) , 
— . — : , on aura la transformée 

A a a 7 

G = (G* — -jB sin p). 


où l’on suppose G” =/(A’+B° sin* <p° A*=A+|B> 
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Oa trouvera ensuite par de semblables transformations, 

■.R 

G* = c " (G»“ — i B° sin ) 

G" = ‘~*~ a c - (G"" — î B°°sin <?>“’) 


io3 


etc. 

Ainsi la formule intégrale G se ramène successivement aux inté- 
gralcs semblables G% G°°, G””, etc., et une seule cite ces intégrales 
suffit pour déterminer toutes les autres. 

Supposons que cette suite soit prolongée jusqu'à un terme G^ 
assez éloigné pour que le module correspondant d 1 soit 'de l’ordre 
des quantités qu’on veut négliger; alors on aura i , et la valeur 

de G** se réduit d’abord hf( A^-f-B** sin’ç“) dp“ ; observons ensuite 
qu’on aB' = j Be% B 0 * = i BV‘= ± B c"c*°, B’"=j BcVc"*, etc. ; 
donc la suite B°, B*°, B*", etc. décroît plus rapidement que la suite 
c°, c““, e°°°, etc. Donc on peut faire , après un certain nombre de 
termes, B i **=o,ce qui donnera G”= A'“ tp M = A’ V <I> , <t> étant 
la limite des angles <p, J 3?*°, etc. 

A l’égard de A“, puisqu'on a A°= A + ~ B, A°“= A°+ ; B” , 
etc. , l’expression générale de A'* sera 


A' , = A4-iB(i+5 + 



cV» t*“ 
8 



Maintenant il est aisé de voir que la valeur de G, déterminée par 

celle de G^, est composée de deux parties; l’une RA^®, R dési- 
gnant^ produit (i+c°) (i-f-c°°) , etc., l’autre algébrique ou 

périodique , savoir : 


- (nr) ! sia Oir) (ht-) t sin elc - 

Mais comme on a 1 1 -(- c°° = ^^-- , etc., celte 

seconde partie peut se mettre sous la forme 

B /1A 0 . \Zt*tF . \ 

— - sm ip'-l ^ — sin p°°+ctc.j. 
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totale de G sera . 


G =KA t ‘Q — \ (~ sin <P°4- <P"-f 


•^P^sin*’"+ 



Dans le cas où <p = \ la partie algébrique disparaît, et on a 

simplement G 1 = K A . -j it- 

Les suites qui composent la valeur de G seront fort convergentes 
si ou a c*< j et alors trois termes suffisent pour donner la valeur 
de G approchée, jusqu’à sept décimales environ. Les mêmes for- 
mules pourront être employées avec avantage , quand même le 
module c serait beaucoup plus près de l'unité ; car si on avait , par 
exemple , c= o.cj 85 , il en résulterait à peu près c“== */J ; d'où 
l’on voit qu’il n’y aurait qu’un terme de plus à calculer , c’est-à- 
dire quatre termes en tout, pour avoir la valeur de G avec le mémo 

degré d'approximation. ... 

Mais si c est beaucoup plus près de l'unité , ou si ayant c*> v , 
on veut obtenir un meme degré d’approximation avec le moindre 
nombre possible de transformées , alors il conviendra de se servir 
de la seconde méthode dont nous avons fait usage en pareil cas , 
pour les fonctions de la première espèce. 


(76). Cette méthode consiste à prolonger dans un ordre inverse 
la série des transformées. Ainsi l’équation entre G et G qui 


donne 


G-s^G+iBsin *’» 


s'applique semblablement aux deux fonctions G et G’, et. on en 
déduit 

G = -A— G'+iB' sin <p , 

1 - 4 -e 

équation où l’on doit supposer G' = / ( A' + B' sin* <P' ) -p * 
i B' = — . On aura semblablement par des transfor- 
mées ultérieures , 


G '=.-+ï 

G' = 9 


etc. 




,G"+î B’ sin <p" 
G"' 4 - ï B"'sin p" 


Mais 
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Mais lorsque la suite G', G', etc. sera prolongée jusqu’à un terme 
suffisamment éloigné , on pourra faire c'" = i , A'“ = cos p* t 


et alors la fonction G'** deviendra sin’p-") — , ce qui 

cos p* 

donnera en intégrant. 


G'*= (A“+ B") log tang (45»+ i — B“sin p u , 


et p*" sera égal alors à la limite 

On connaîtra donc la valeur de G avec toute l’exactitude qu’on 
peut dnsirer, en prolongeant la suite des modules c', c*, c", etc. , 
et celle de leurs comple'mens b’, b *, b“, etc., jusqu’à ce que le 

dernier terme de ceux-ci b“ soit assez petit pour être négligé. 
Alors on pourra faire c? = i , et calculant un pareil nombre de termes 
de la série des amplitudes p', p’, p" , etc. , on aura le dernier terme p a 
qui pourra être pris pour la limite <t>'. 

Faisant donc les substitutions nécessaires pour avoir la valeur 

de G au moyen de G“, et observant qu’on a 



etc., on trouvera cette formule générale 


G=R'(A"4-B') log tang ( 4 5‘-f- i O-”- 
+ f («in p 4- — siap' + ^sïn p’ 


a^V'sin 
t/(cc'c'. . 

*** y («'c'. . .c 


//c’c" . 

On a fait comme ci-dessus R'= c' 1 1 / f — J , ou simplement 

R' = y / (- — ^ j y parce que peut être pris pour l’unité. 
Quant à la valeur de A*“ B'', si on l’appelle L‘“, on aura 


I/=A-f 


a^B 

cc'c'.. .if*-' 


aB 

id 


éB 

ce c 


g“-'B 

’ cc'c'... cf‘~ 


Mais cette quantité exprimée ainsi par une suite divergente, serait 
peu commode pour les calculs d’approximation, et il convient de 
la mettre sous une autre forme. Or, en exprimant L 1 " au moyen 
de L et des différences successives L'—- L , L' — L', etc. , on trouve 

>4 



rot? 

aisément 
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L'= A + ? 4- f c . (. - O + ( » - 0+ etc., 

on , ce qui revient au même , 

L , =A+B +s[^v(?>v<s^V(^n: 

et sous cette forme la con^rgencc de la suite est manifeste. 

On peut également rendre convergente la suite des quantités " 
algébriques comprises dans la valeur de G. Pour cela, soit 

4(a 0— sin® — sin? — — ; 

I ' r ' »A«— >V y C 1/lC .A* — * 


on déduit de là 


V'rc 




a^jin^ 

c*-) 


4 („ +1 )-4 ( q) == a ^ +,9i r.^ 

= — (<f + ' sin cf + ' —sin ip“\ 

Or lorsque U* est devenu très-petit, l’équation entre Ç* et , 
qui est tang (<p“ — <p" + ') = tang ^“ +1 , donne à très-peu près 

<f> u = <p f ‘ + ’ + If*' tang^', ou sin(p^ = (x + A“+' ) sin <p*+'. Donc 

S+' sintp-'— JiYsin*“= ^(i-r’Jsinr'- Cette quan- 
tité est de l'ordre A^ +I j donc on aura pour exprimer 4 (ai), cette 
suite très-convergente : 

4 ( A«) = c sin ip -f- (c ' sîd ip'— ^ sin <p ) 

4- (c'sin<p'— 4 sin ?') 

4 — — (c*sin ç “ — 4 s ‘ n ?’) 

^ i/cc'c* v r e* y J 
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Cela posé , la valeur de G exprimée toute entière en suites con- 
vergeâtes sera 

G=K/L“ log tang(45’+7 ) — 7. 4 (**)• ' 

Il ne faut pas perdre de vue que cette approximation est fondée 
sur ce que dans la valeur de G ,u on a substitue cos au radical 
A* dont la vraie valeur est ^Acos’ 0 * -{-(£“ sin ®“)*]. Cette substitu- 
tion est permise tant que b“ tang ®“ est une quantité négligeable ; 
mais elle ne pourrait plus avoir lieu si 0 ^ était assez près de 90*, 
pour que b* tang cessât detre très-petit. Supposons, ce qui est 
le cas le plus défavorable, qu’on ait 0 “ — 90°; alors il faudra pro- 
longer les suites d’un terme de plus, ou jusqu’au (yu-f-i ) < “" terme, 

ce qui donnera tang 0 f " +> — - , ou^“ +l taug 0 f ‘‘ + ' = \/ (Jf*") t 

quantité dont le quarré est très-négligeable par rapporta l’unité, 
puisque b* était déjà supposé négligeable. La formule s’appliquera 
donc sans aucune difficulté ; ainsi le moyen de prévenir toute 
exception , est de prendre yu. assez grand pour que 0 "~' ne surpasse 
pas 90’, condition qui sera toujours facile à remplir. 

Pour avoir la valeur de la fonction complète G 1 , on pourrait 
faire 0 = 90’ dans la formule générale ; mais cette formule ne so 
simplifierait pas sensiblement , et elle contiendrait toujours un 
nombre de termes indéfini. Il sera plus simple , en se confor- 
mant à l’observation précédente, do faire 90% ce qui donne 

tang 0 “ = ^, sin ®“ = , et en rétrogradant , <p^ = , 

®“' 5 = 2*....®“-''= a' -1 * , 0' — a 0 = a“"V = a“~' Ou 
aura donc G (®) = a“ - ' G 1 ,• mais dans l'hypothèse que b^ est de 
l’ordre des quantités négligeables, on a sin 0 M — 1 — i b*, et 

log ung ( 45 “ + i ®“) = i log = i log (^) ; on aura en 

même temps la quantité 4 (#*) = 7^7- 8 ' n ^ = ’cKT’ donc 



'jo8 
et enfin 
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B 

Fk 7 


Ces formules pour déterminer tant la fonction indéfinie G que 
la fonction complète G', permettent de pousser l’approximation 
aussi loin qu’on voudra. 11 faudra prolonger le calcul des modules 
croissans c', c’, c", etc. , et celui de leurs complémcns b b'. . .b* , 
jusqu’à ce que b u appartienne à l’ordre de décimales qu’on veut 
négliger , ou soit inférieur à cet ordre. 11 faudra en même temps , s'il 
s'agit de la fonction non-complète G, ne pas donner à <p une valeur 
plus grande que a" -1 -*. On calculera alors jusqu'à la même limite 
les valeurs de R', L/ 1 et 4 (n). 

I 

(77). Pour appliquer ces formules aux arcs d’ellipse ou aux fonc- 
tions proprement dites de la seconde espèce, soit G= E = /àép, on 
aura A = 1 , R= — c*. 

Par la première méthode , l’expression de l’arc indéfini sera 

E(c, <p) =RL&-f- ~ sin<T+^^ sin ^ cC “ sin f«M-etc. 

et celle du quart d’ellipse 

E'(c) = RL?. 

t » * 

Dans ces formules, R représente le produit (i-f-c*Xi+e")(i-f-c"*) , 
etc., continué jusqu’à un facteur 1 -f- c^, où soit de l’ordre des 
quantités négligeables. Celte même quantité peut sc mettre sous la 

forme R —— c — • c . - ^ -«etc., plus commode pour le calcul 

logarithmique. Enfin la quantité L est donnée par la suite con- 
vergente 

__ r~ rr rT’r” 

■ etc. 


r c* tV 

L= 1 -à-T' 


à laquelle on peut donner celte autre forme 

- c* / e'V’V"* c"c“c“V*“ \ 

â 4 8 etc ); 
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de sorte qu’en faisant RL = M, on aurait 

. / ‘* \ . f c“«" c’VV”* 

M K^-'V--^ etc v — 3 4~ 


iog 


•etc. 


Ces formules offrent les suites les plus Convergentes qu’on puisse 
desirer pour la rectification de l’ellipse. Elles s’appliquent , comme 
nous l’avons déjà dit , non-seulement à des valeurs de c plus petites 
que v^t t mais à des valéurs beaucoup plus grandes et très-rappro- 
chées de l’unité. 

EXEMPLE. 


(78). Soit proposé de trouver l’arc E(c, f) lorsque c = sin 
et tang « = 

Par les valeurs déjà calculées ( art. G6) , on a log R = o. a 4 Go 56 i , 
<I>== 3 o% 62° 36 ' 3 ’. io , <p“— 1 ig° 55'47*G7, a 4 o°o'o' 19, 

ensuite on trouvera 


- L = o. 3888 f >58 

c ~~- sin = o. 3 agoi 86 

rV/cV* 


sin <p“ 


o.o5aa87a 


lî/ c 


735 


-g sin^”° — — 0 . 001 3888 


lf> 


sin tp cl 


0.0000010 


La sorhme des parties algébriques est 0.5799180, ainsi on a 
E(e, ?);= RL. ^ -H- 0.3799180 ; on aura en même temps la fonc- 


tion complète E’(c) = RL. d’où résulterait E(c, tp)=jE‘ (c) 

4-0.3799180. Mais puisque l’arc E(c,$) ic mesure par le tiers de 
E‘ (e), on trouvera par les formules de la trisection ( art. 87 ) 

E (c, <p) =yE‘ I e résultat précédent s'accorde par- 

faitement avec cette formule, car on a en effet — 0.3799179. 

Le meme calcul do*nne de plus log E‘ (e) = 0.0319757 et E'(c) 
= 1 .076^049 ; donc dans le cas proposé, l’arc E (c, ^)=o. 7387 196; 
et on voit que la partie déterminée algébriquement, forme plus de 
la moitié de l’arc. Au reste la valeur trouvée dcE'(c) s'accorde avec 
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celle qu'on déduirait de la formule de l’article 4* , en y mettant pour 
F‘(c) sa valeur trouvée art. GG. 


(79). Si le module c est assez peu différent de l’unité pour qu’on 
juge nécessaire d'appliquer la seconde méthode, il faudra, dans les 
formules de l’art. 76, faire A = I , B = — c*, ce qui donnera 


■ ■ ■ • V(£r3] 


Quanta la valeur de K’ et à celle delà fonction elles ne 

dépendent point des valeurs de A et de B ; ainsi elles restent les 
mêmes que dans l'article cité. On aura donc , d'après ces valeurs , 
la fonction indéfinie 


* E(c,<p),= RVUDg ( 45 «+i*') + c 4 ( A ») > 
et la fonction complète 

K-ir, 4 . 1 

E' U) — log — + TT-.. 

w a* “ 4.“ ' K. 


Ces formules sont ce que l’analyse peut offrir de plus simple pour 
le calcul des arcs d’ellipse , lorsque le module est très-près de 
l'unité; elles supposent qu’on prenne pour /z un nombre d’unités 
assez grand pour que lr* appartienne à l’ordre de décimales qu’ou 
veut négliger. 

Si on veut avoir les valeurs de E(c, <p) et de E‘(c) approchées 
seulement jusqu’au septième ordre de décimales , il suffira tleTOro 
/z = a dans les formules précédentes ; on aqra d’abord L“ = b * 
— bc^b' — bc \J , et parce qu’on a en général h\/b'=. , — c. 


b' t/b" = t — c, c' — y+c* ou lrouve P^ us simplement L* = : 

. mais dans le même cas on a K' = \J~- Donc les deux formules gé- 
nérales se réduisent à celles-ci 

E ( c > lo S Un e ( 4 5 “ + igp*) + C* sin <p 

+ î(/c ( O ' sin <p' — ~ sin <p^ -j- 4 yj J (sin <f>’ — c'sin?'), 

E ‘ ^ ** 7+\7« 1 î \/7’ lo ep-+ \Jt 
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La dernière est la même que E 1 (c) = T^\/l ^ ( <0 et sous 

cette forme , elle offre une rclatipn fort simple entre les fonctions 
F‘(c), E'(c), et d’autant plus approchée que b sera plus petit. 

(80). Appliquons ces formules à l’exemple de l’article 78, ce qui 
est un cas peu favorable, puisque la valeur de c diffère sensiblement 
de l’unité. On connaît déjà par l’article 69 les valeurs de c', b',c‘, b’, 
ainsi que ceHes des amplitudes p , <p', <p". Au moyen de ces valeurs , 
le calcul de la fonction complète E‘ (c) se fera, ainsi : 


1 + V e = 

1 ,982815a 

log ( 1 + ÿ'c)... 

0. 2972823 

log 4 .... . 

0.6020G00 

log b‘ 

8.8359924 

log b’ 

5.8767219 

différ 

8.538710a 

log Y 

4.7263381 

log K' 

0.0074965 

*log£ = 

• 

log 1 . i 8 i 5 etc. . . 

0.07 34Ô4 8 

1.1816845 

log 2. 3 oa 5 etc. . . 

0.3632157 


' 4 

» 

log xi 

x — 0.0935161 

8.9708863 


^ = 0.9828891 


Somme... E‘(c) = 1.076405a 

Cette valeur s'accorde avec celle qu’on a déjà trouvée , autant que 
les petites parties négligées peuvent le permettre. , . 

Quant au calcul de l’arc E ( c , $) , nous avons déjà trouvé la valeur 
de E(c, <p)= K' log tang ( 45 ° -f- j <p'), il en résulte 

log F(c, <p) = 9.9650547 

lo 8 TTVc = 8 ’ 5a8 7 10a 

lo ê S — 8 - 49 3 7 6 49 , J = 0.-0311730. 
On trouve ensuite les parties algébriques 
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c* sin <p = o.683oi 27 
aj/c(c'sin?' — v siiip) = o. 0248225 
4^/77- ( sin p' — c' sinp') = 0.0002123 

• somme 0.7075475 „ . 

. ajoutant ... y — o. o5i 1720 

on a E(c,^) = 0.7387195 , * • 

ce qui s’accorde encore avec la valeur trouve’e par la première 
méthode. 

(81). Pour appliquer les formules précédentes à la rectification de 
l’hyperbole , il ne s’agit que d’évaluer l’intégrale G = J' -‘■ <f ^ l>s -- 

qui représente la quantité A tangp — T, différence entre l'arc 
d’hyperbole et sa tangente. Or en faisant dans la formule générale 
de l’art. 75 , A=c*,B =— c*,on ala fonction indéfinie 

' T- 8 * lC ) 




c\Zc° 


ct/cV 


c \/ r‘i 


•+• sin ip -f- — sin 1 p" -f- 8 — smp^-j-etc. 

et la fonction définie , - 

.G’(c) = Kc-.-(«- r T r etc.): 

celle-ci est la différence entre l’asymptote et la courbe, qui s’exprime 
ainsi très-simplement pal* une suite fort convergente. 

Lorsque l’hyperbole est équilatère , la quantité G' (c) qui en gé- 
néral a pour valeur E' (c) — &*F‘(c) , se réduit à E‘ (c) — 4 E' ( c ) I 

mais comme dans le cas particulier où c*= j=i*, on a J=(2E' — F')F *, 

la valeur de G 1 se réduira ultérieurement à G-, et parce que F'= j-jrK, 

• • ' j 

on aura encore plus simplement G 1 = On a trouvé ci-dessus 
log K = 0,0720074 , ainsi on aura log G’ =9.6269626. 

On peut regarder comme applicable à tous les cas , la formule 

... • T 
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T = A tang p — G (c, fi); cependant si c était extrêmement près 
de l'unité-., on pourrait, pour déterminer. la fonction G, faire usage 

des formules de l'article 76 , après avoir fait A — c', B — — c* ** , 

. , » « * • » 

• • • • * . * <• » 

»*<*•* * ^ * m 

Formules remarquables pour déterminer lesjoncticms com - 
1 " , . * K m < . 
pl êtes F 1 (c) , E' (c) , lorsque c ejf éloigné de l'une dé 

ses limites. . ' * , '«• 

(82). Lorsque le module e est fort peu différent de l'unité, nous 
avons trouve’ (art. 76) les deux formules 

■ . E 'W-rfe »•«+/(?> 

.Ces formules donneront environ dix décimales exactes si c=sin8o*; 

. elles en donneraient un plus grand nombre si c était plus grand; 
elles n ! en donneront que sept lorsqu’on fera c = sin 64*, et ainsi à 
proportion dans les autres cas. Du reste leur usage est très-commode 
puisqu’il exige seulement qu’on calcule avec précision les valeurs de . 
c,, U et ,l>‘. Il Êtut pour cet elfet se rappeler qu’en faisant c =cos , 

‘ ce qui donne b = sin ft, on aura d = > b== tang* ~ n . Si 

. est fort petit, les tables donneront avec précision c#s fj- et cos j/*.; 
connaissant cos j u et sin fi, ou en déduira sin \ P — 


a coa {• u 


, et 


tang ce 9 U < fera connaître b' ; enfin pour éviter les- 

trop petits angles, on observera que b" se déduit de b' comme e* - 
de e, et qu'ainsi on a b’ = ^ b' x -f- etc. ; d’où résulte 

£=($•‘(1 r*?*'*)» et par conséquent ilog ^ = log^—; i'*w, * 
m étant mis pour le nombre 0.43429 etc.; d’où l’on voit qu’avec 
une légère correction facile à calculer , on déduira log^; de log . 

Le reste n’a aucune difficulté, en se rappelant que les logarithmes • 
de la formule sont des logarithmes hyperboliques qu’il faudra réduire 
en logarithmes vulgaires. 

- • ' «5 *• 


• >% 

** * • 
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(83). Si on substitue la valeur de'E'(c) donnée par la seconde 
des formules précédentes', dans l'équation de l'article 4 2 > ou en 
déduira . . .... • . 

*. -• p (c) = — v -^ + --U . 

E' (b) — ) F‘ (*) 

. • . % . *. .• •. 

"* et si on observe que-la valeur de F'(c) contient tin logarithme que 
le secoud membre ne saurait offrir par le développement des quan-* • 
tités F' (b) , E 1 (£), en séries ordonnées suivant les puissances de b . » 

suppose très-petit , on en conclura que l'équaliou précédente ne 
peut subsister à moins que le numérateur et le dénominateur du .**• . 
second membre ne soient sensiblement égaux à zéro. Ainsi on devra . 
avoir les deux équations * 

rw = ,M. :. =i«v/(0 *. •. ; 


v/Of'v'.) 


•J. 


Changeons b en c, et réciproquement , afin de rapporter ces non- * J 
velles formules au module c, nous aurons t 


F 'W = 


✓C 


'ÎM 


-*V©'; 




' "V.'s- 

♦ 

Ces formules sont encore plus simples que celles de l'article ~ 
précédent ; elles 11 e supposent d’autre calcul préliminaire que 
celui de b 

j/ ent ft 


et b“ { or en faisant c = sin p , on a 5= cos /t, et 


b° = 


d'ailleurs le 


— - , . log (a — b") est très-facile à déduire de 

cm'îj» ° f » i 

log b °) car comme i — b° est très-petit, si l’on fait log — J', 
on aura log (a — b‘) = J' — ef* (a.3aa5., et<5^. 

Ces formules ne sont pas moins exactes pour les petites valeurs 
de c , que celles de l’article précédent pour les valeurs de c peu diffé- 
rentes de l’unité; les unes et les autres f 'accordent avec les formules 
de l’article 4^, et on peut s’assurer qu'elles équivalent au dévelop- 
pemeot d'un assez grand nombre de termes de ces dernières. 

■ •• . i • * . .• 


s *• 
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(84). Appliquons ces formules au calcul des fonctions F '(e),F'(i), 

en supposant c— — — ^ et b = * 2 . Soitc=sin*, 5 =cosx, 

on aura siu ax=5tang* i 5 ” et tang( 43 , '-f-a)= > de l’une 

ou de l'autre de ces équations on tirera . • ‘ 

* . . •. • • • • 

• * f f ‘ # • 4 

~ 'a = 3° 3 ' 3 o*. 94970. - .' 

■ Cet angle étant assez petit , il faudra user de quelques précautions 
pour calculer les valeurs des quantités cherchées jusqu'à dix déci- 
males. On trouve d'abord directement par les tables, log siu a* ±= '» . 
8. 8561049048; ensuite la valeur connue de a. donne logcoso.= 
9.9997196a 1 !; de là ou déduit 
* , « *. • * • 
log si£ « = 8.55535 5 a 88 o. 

'Pour le calcul de la formule F'(c) = ÿ ir y/y , je fais k — 

=s — ^ , et je trouve 

co» ï a \/ cos * 

cos j a. 9 - 0999 2 99 l6 7 

* . » . 

. * ycosa 9-9999 2 99° 53 

. , * . 

. * somme 9.99985 98330 ‘ • . 

..." * k ; 0.00014 01780 * 

. ■* • . ; . 

* , i 0.19611 98770 

Donc log F‘(c) = 0.19626 oo 55 o 

*• _ 

* Le calcul de F' (i) se fera par la ^emière formule qui donne . 

0 F' (*) = £ k log Or on a c° = taDg* j * ; ainsi log c* se déduit .. 

n ** • r . # * 

des logarithmes déjà trouvés en cette sorte : ' 
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cos \ a . 

•• 9 - 9999 a 90' C '7 

2 

. . 0. 3 o*oa 99987 

0 COS js.M. 

. . 0.50095 99*24 .* 

sin et. ..... . 

.. 8.55555 5 a 88 oi * 

sin j a 

.. 8.25459 53756 

cos - et .... . 

•• *>- 9999 a 99 i6 7 . 

»ang \ a . 

.. 8 . 2 544 *> 54089 

c* 

. . 6 . 5 o 8 g 3 09*78 

- a 

. . o. 3 oioa 99957 

• Î e ° . •. . ; 

. . 6.20790 09221 

*«**••••••• 

. . 2.4*580 18442. 


Il faut de plus chercher la valeur de c" ; mais , comme on l'a déjà 

s» i 

observé, on peut suppléer au calcul de c*° par la formule jlog — 

s= log 4 - — \ c " (o .454 etc.). De cette manière ou obtient eu loga- 

rithmes vulgaires j log pi — a . 046064 53 1 1 . Prenant le tiers de ce 


nombre, et faisant pour abréger 6= 0.6821881770 , on aura 
~ F* '(A) = S SSA , M e'tant mis pour le facteur a. 3 oa 5 etc. 

• » C 9.85390 4*883 

M 0.36221 56887 

* F. « 0.00014 01780 

. «r „ . . . * ' '*.«.• _ , 

5 F 1 (A) 0.19616 oo 55 o. * 

Cette valeur est exactement la même qu'on a trouvée pour le loga- 
rithme de F‘(c) ; ainsi on a ^(A)= 3 F' (c). Cette égalité est au moins 
très-approchée , puisque lesiormulcs d'où on l’a tirée pourraient , 
avec des tables plus étendues , donner les valeurs de F’(A) et F'(c), 
approchées au moins jusqu’à j 5 décimales; mais il est très-vraisem- 
blable qu’elle est rigoureuse , et c’est ce que nous aurons occasion 
de confirmer par une démonstration particulière. 

L’égalité F' (/<) = 3 F' (c). étant supposée exacte d’après Ce résultat, 
on trouve par. d'autres considérations, que les fonctiôns F.'(e) et 

. • ■» J 

F’(siu 45 *)onteutrc elles cette relation F '(c)=-\^ cos i 5 < ’.F'(sin 45 °) j 

- • « ** * * » ' » r ’ 

. ' . Va* ' • ; ,- u . 


A 


DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. • 117 

c’est ce qu'on vérifiera aisément par la valeur trouvée (le F‘(je), 
et par celle de F‘(sin 45 “) tirée de la petite Table qui suit , calculée 
avec dix décimales. 


Je 
% * 

• • » 

logF'(c) 

• 1...* - 

C 

logF'(c) 

, 

sin o° 
sin i5“ 
siu 5o” 
si u 45“ 

0. igGi 1 98770. 

.0. aoâtii 536Û4 

0.32679 3a597 
0.36813 73334 | 

sin go” 
sin 7 5’ 
sin 60* 

sin 45° 

. .. . . infini 

0.44217 59938 
0.33375 qfii55 
0.26812 72224 

» >, T é •- . 


. 1 . 


t . , 


. * « 


Nous joignons ici une Table plus étendue des logarithmes des 
fonctions complètes F' (c) , E‘ (c) , calculées à sept décimales, pour 
tous les angles du module, de degré en degré; le module étant mis , 
sous la forme e = sin 0 . Cette Table sera fort utile dans la théorie 
des fonctions elliptiques; on l’a calculée par les formules abrégées • • 
que nous venons de rapporter, depuis 8 = 0“ jusqti’à S = 20°, et * 
depuis 0= 90“ jusqu’à 0 = 70“ ; pour les autres valeurs de 0, on a " 
6ûivi les formules des articles 65 et 77. ' 




* 

• 1 
* 


^ * 


# }3( 

• » 


• / é* 

* 

V* * 


* » 


s 


« * *■- 


Vr \ 


. V 




• ** • .« 




Digitized by Google 



t «I 


PREMIÈRE PARTIE 


i iR 


• V. 

'• 'V ‘ 


■/ ' . : - - v 

*•«*"*• • * . * 

• % * *•••.«> 


•>■*••>... . • f jr 


■ A 




• • • . • 

. • •• 


zVnglé 

du 

module. 

Log. F‘ 

Log. J?‘ 

Angle 

du 

module. 

Log. P 

Log. C 

no 

I 

’ 1 f. 

3 

i 

O. u/inqt) 

©. i»jSi 53 <» 
o. u/ la;* aa 
- o.jg6|»7o 

0. lÿvb -4 

:j$ss 

0 n A a®/* 

8. 195833a 
0. igS^r» 
0. 196993a 

ï 

x/i 

«5 

Infini. * 
0. -îîiuiî 
o.AjG-jti 
0 l« 5 ; 3 W© 

o.S«> 3 |< 4 > 

^ . */• 

0,0000000 

o.uno 3 a r >4 

o. 4 H>iaS 3 i 

* 0.003377S 

* '«Jag 

0.U0340S3 

« -6 
? 

ti 

• V * 

o. »9 

o. lijrp. 
o. iginHj 
». 

0. ijwOnS 
0. imH» 
0. ij).vM »3 

. o.ttjattij? 

S kI 

«a 

81 

80 

o.SSp 5 i 37 

8.5376139 
0. 6116914 

«-■to* 1 ;;: 0 

0.0074331 

0.0095837 

0.0119371 

o.oi 4 1 fa 1 
0.0174-81 1 

ii 

il 

n. ano| 3 r 3 

° *” 4 S 

'o!» 

o. io 3 (!i 5 | 

0. 193131a 

0. igi 3 t*i 8 
0. 1 

0. iw/LiGo 
0. ifc&iHyS 

S 

i 

,5 •- 

O'îîW” 

0.4^37830- 

o.|ruiÿ»| 

0.4431760 

0. ©198681 
0.0337487 
Q- *367*97 
o...-jSbi‘|i 

,o.o 3 19767 

i <3 

;? 1 

»9 

39 . ,1 

::î$S 

©.aitfu/g: 
o.a <^Sa ao- 

_*o. l®B 58 o 5 

o,i 85 faHo 

A ’i>. lo^aioj 
&. 1839378 

il 

71 * 

"1 

0.1 
0. 1 
0., 
0.. 
0.. 

Sa 65 o 5 , 

a 35 . /il 

•wfe 

m »|8 

987398 

o.o 35 iq 96 
o.o 3848 ii 
0. ..418119 
* o.oi.6 1835 
o.^8S886 


a»* « 

V* ' 

f; 

» • JnL* 1 !^ 

o-ji'.»»' ■ 

. o.-ji-j.ÛJiH 
o.oi^oa»/» 
o.ai 553 j 8 

0.3173193 

e. 181680a 

‘ 0. 1780913 
«. 177160» 

. o.friâiSi 

,* - • * 

s 

& 

Ci 

o .3 

0.3 

0.: 

0.3 

* 0.! 

æËs 

0.09M197 
' ®.o 55 | 73 o 
0.0589377 

?V-'- 
■3 • 
S'--' 

< 

o. 3*89809 
o.aanoiS» 
o. iaa- 3 iq 

. o.a-/» 7 gS 3 

"16^^ 

! 

8- 

Ga 

Ci . 

Go 

T * * 

o. 35:»333 
0. SSncpGS 
o. 3 i 5 oiyfi 

o.jHiaOa*»' 

o. 33376 a(i 

1 caiife 1 

L — 

' Si 

Sa» * 
33 % 

il 

*o.j 39 j)f >2 
9 . j il l'an 

•.aSttï 

o.a 3 S 3 SK 

0.1^'Af 
0. ifîaSSCo 
0, ifojags* 

• 0. i 58 afw 
0.lS6n3>3 * 

91 

1 

o.j 5 bSs 8 * 

0. 3 'j 3 iHi) 

o. 3 i 8 (»i 
o.Si 3 a 4 ;î 
0. 3 o 85 »vjo 

•.08C5G95* 

o. 8 Bqû 5 oo 
• 0 . o./ 33 . >19 
o.çgQ(ia 5 o 
o.og^iSa 

♦ 

SS 

U 

Ü 

o.aU> 3 < 5 ^ 

* 

0. i 5 S?$ 8 . 
0. i 5 ii ji8 

r» 4 1180W8 

0. tirai »<> 
o.ijSggig 

a 

5* , 

t Si 

• 5 o 

o. 3 o 3 not 3 
d.af>>j 353 
» 0.3961013 

0.3068114 

0. iftoaooi 

0. i«if! 63 o 

^ 0.1*06983 
0.1167899 

1 

o.a 55 o&$& 

o.a 5 Nit/r »5 
0.361 i>6t 
c.aÇj-iSS 
0.1601171 

■ ÆS- 

0.1 3 ^ 8 ^ 

0. t 3333 <jn 
0. i 3 r> 5 ^*v) 

48 

• V ' 

i'. 

0.3838480 » 

0.37510-3 

0.3716^*6 

0.368137a 

0. 1 3 i 836 a 

”'î# 

q. i 3 uS 4 <.k) 


> .’i 

• • < 

*. .* » 


■ ✓ 

’:i 


L * 


». 


. W 

* V 
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Méthode d'approximation appliquée aux Jonctions ellip- y 

•**••«* t , , 4 • •"** * W > •* • 

.*>. • /.* * tiques de la troisième espèce. • «■ .*"■* . „/* , 


> . . 1 


. / '• . (85). Au Ufu de considérer la simple' formule H = J j 

, J -. ; qui appartient à la' troisième espèce, nbus considérerons plus géné- •. ^ •' * - •- , 
t râlement la formule • • . , ti « * ' 

■ ; * * . ■ •' • , ; ■ . ■ 1 ^ ’• • •: ' ■. •. 

■. . • B= /'(A+'-liSt-) 4, . • 


* *•.' ( _• qui est composée d'une fonction de la troisième espèce et d’nnc de - . ■ • '* ■; ; t . 



• • k • # K . r •• » * # « • • 

• * .les valeurs de II* ei de ses cocfliaiens' étant * * ’ r • • ! »*“ *. . . 

’i’.i M. t * • -, ' ” ”' r**'. f 

î •; *e . * \ . i + afiin*?'/ **• • - , » • 

' » *‘ *4 r' • • **• ’ • * * 

■ • .• * B ”(.+*)*(. +£ * ; ■■ . * / •*'*• 

A*=À+J1 -4 ; . V. • 

• *. . .. . ' A * • *' '% • 

‘ . v '" 1 • ' ’ . * 


* (■ + 4 ->‘ o +sf 

• . * * ■ . • • • 

Ainsi la fonction H(h,c, p) est ramenée à une fonction semy*»* .* » 

blable H ( «% e”, p°) , dans laquelle les trois élémens n , a, p ont • % r 

„ • subi des chaneemens propres à faciliter les approximations. * , ' * J 

s « * , » * 4** 

. La même loi aura lieu dans les transformées ultérieures : de sorte 

• i . . .. . • T ' 0+ 

W 4 • * “ * «. 

A * • • 4 « a 
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qu'en faisant 


C( k„ , B-rin»»- \ <hr 
J \ ^ i + n- siu* f*/ - 




. . . : b- . 


A « A » I « 

*” A + H-v. 


B** = B". 


<°*4- •in , + n“ 4 
»(»+•*')* (» +«*)* * 


ou aura la seconde Iransformée 


. f: sv.-< *. » ‘ » +<■" r„„, ' fy f d*-co,e~ -i 

. 3 L * + »'J i+«W»in*f~J* % 

• w'/- ;*.• ( *i *••• - * '■ 

• * ' j. ’ On peut continuer indéfiniment ces transformations , d'où résulte- 

' ”, ront une suite infinie de fonctions II («,e, $), II ('»*_, ^°) ; 

* ’’ • ’ f ’ H («**, c**j <p°°) , etc. , telles, qu’uue seule étant connue , on pourra . 

*. * ’ \ déterminer toutes les autres. , • • ' . * 




(85 J. Examiuons d’abord arec quelque detail la Joi de progres- 


1 m ’ 1 -f— c m ’ • m ■ * l+rm*' .• 

‘ , * ' /. « • ’ . m* .,".»'*•>*»* r’ 

r *• *» ’ ce-qui prouve- que —, positif ou négatif, est toujours plus petit qire 

•’’’ . * > • l’unité. Donc les -termes m, m”, /«”, etè. sont tous plus ’pofits que 

. 1 • limité qt forment une suite décroissante ; et par conséquent la suite 

.* , des paramétres n ,V, n°‘, «Je. décroît plus rapidement que la suite 

•* • . • . des modules c, c* r c**, etc. , chaque terîiie de la première étant plus 

V. • ( petit que le terme correspondant de la seconde. 

‘ * . • * . . A l’égard des signes* de ces paramètres , il y a deux cas Vcdnsi- 

v § , . . *'• * dérer. î*. Si q est positif ou si n est négatif et plus grand que c*, 

** , • ensortc qu’il, soit compris dans la forme — î -f- A’sin* fl, alors n’ 

, «• sera positif, et il en sera de même de tous les paramètres suivans 

‘ * A*’, etc. Dans ce premier cas se trouve compris celui de n^=dhc 

* * * nui* 
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qui donnera n • = c *, /»°“= c*% etc. ; mais ce cas est inutile à con- 
sidérer, parce que d'après l’article 4<J, la fonction H se réduit alors à 
la première espèce. ... _ , 

a*. Si n est négatif et' plus petit que- c* , ensorte qu’ou ait 
n = — c* sin*0 , on pourra faire semblablement n’ s= — o°‘ sin‘ 6”, 
et l’angle 6 * se déterminera par l’équation 

* ’ f tang J 6*— ô)== b lang 9 , ' 

ce qni ést la même loi suivant laquelle l’amplitude se déduit deflv 
Calculant donc successivement 6°, fl'% 0"% etc. d'aprçs cette loi , 
ou formera la suite des paramètres «’= — e'*sin , 6' ( , n°° — <é?*'sin*fl*‘ > , 
etc., qui décroît, comme on voit, avec encore plus de rapidité qu* 
dans le premier cas, * . . ' ., • • v ” . 

Connaissant ainsi la loi de progression des paramètres n , venons 
à celle des çoefliciens A et B dans les transformées successives. Soit 
pour abêégcr , . . > ■. 1 . 

» . c*-f-an+ n* 0 + n )’ — ê’ • . >" 

. • - O ")‘ “'OrP by U + n)‘ ; , ’ ’ 

. * * • . . . 

et soit désigné par k‘ une quantité composée do- c*, £*, n”, comme 
k l’est de e\ b , n , et ainsi de" suite , ou aura • - . , 




- c . 


B* 


| AB , = BT = ï*H~B, etc. 


Mais puisqir'après un'certain nombre p de termes , les cf' cl h? pris. * * * •" . */ 

dans les. suites <f r c”, etc. , n”, »**, etc- , sont assez petits 'pour ètfe'.. 
regardés comme uulÿ , 11 est claii; qu’il ;en.sera dé même du terme .** .. V . ’* 

correspondant^ de la suite k, k", etc. , eLqu’ainsi 'on peut faire * . ! 

en toute sûreté q. .Quant à la valeUr de cHe sçi» donnée ’ * 


par la -suite 


. A/* = A d- 


; R • 


+ 


fÜB* 


B 


. t; 

■ elb: 


•v. . 


Irf- n* 1 1 + n" 1 

i. • • 

qu’il faudra prolonger jusqu’au terme qui contiendrait exclu- 
sivement. . * " « * . * 

sA* Â*° * • 

Appelons toujours <I> la limite "des angles PrT>~r> de- > celte". . * 

limite étant censée atteinte après Je nombre de ternjcs on aurâ ’ * . 
<f*‘ = a''<I>, et parce que c“ est de l’ordre des quantités négligeables, 
on aura LF s= ‘ l" 

• » . • *0 » 
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(86). Il est facile maintenant d'avoir le résultat des transfor» 
mées successives jusqu'à la jt'™" inclusivement. Soit toujours 


K'* = 2 s(i-f-c*)(i-+-c”). . . (i-j-c" ), on R“ : 


sV'r* al/c* 1 
c c° 


a y/e** 
‘ e** 


. etc.. 


la valeur de la fonction H sera donnée en général par la formule 

HusK/’A"# VA* jB are tans (|/n»»in S») 

c ’ i n ’ Ÿ n° 

y/r° VcT j SB arc tanp;(v/n* *iine”) 
c ' c* ’ Tfl? ’ t- «** 

t/c* t/c - 1/c* - ;M*B arctan K (v / ^ ar »ine*“) 

« • «f ' <*• • !+»•*' t/S=B 

— etc. 

Cette suite étant prolongée jusqu’au terme dont le rang est fi in» 
clusivement , l'erreur de la formule , mesurée par les termes sui- 
vans , ne pourra être quo de l'ordre 0*+' \ de sorte que si on ne veut 
pousser la précision que jusqu’aux quantités de l'ordre c*, on aura 
un terme de moins à calculer , tant dans la suite précédente que dans 
la valeur de K et dans celle de A M . 

Au reste les arcs de cercle qui entrent dans la formule générale 
se changeraient en logarithmes, si n était de la forme — c‘ siu* 8 ; 
mais ce changement n'est sujet à aucune difficulté. 

Lorsque <p — ~ ir ou = un multiple de ; vr , tous les arcs de cercle 
disparaissent , et on a simplement H =s RA''®. Donc la valeur de 
la fonction complète est 

H 1 = RA", tir. 

Remarque* que la valeur de H exprimée par les transformée» 
successives, se terminerait delle-même, si on avait l'une des égalités 
n = — i + à,n* = — 1 -f- b°, n” = — 1 -+- i**, etc. : alors la fonc- 
tion H se ramènerait indéfiniment à la première espèce. 

Pour qu'on ait en général — 1 -f- £*■ = n* = — ( c* 1 sin ft“ )*, il faut 
que cot </ A“, ou qu'on ait F («y*, 8 *) = 7 F'(o“). Mais les para- 
mètres successifs» , r c*sii»*8, n°=— c**sin*0*, »*°=: — c***sin*0 l> ", etc. 
étant formés d'après la même loi qui lie entre elles les amplitudes 0, 

0 % 0 “, etc.,onaF(e, 0 )= i±i’ F(c*, 0 "), F(c*, 0 *)=i±^F(c“, 0 *“), etc.; 
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et en general F(c, fl) c= ■ ' + ^ ) ~ ' ' ' ' ^ F(t*, fl*) a= ~ F‘(c), 

Les cas qui donnent lien à la réduction de la fonction H, sont donc 
tous ceux où le paramètre n , de forme — c* sâu* fi , est tel qu’on a 

F (c, 6) tss — ^ F’{c) , p. étant un entier. La même réduction aurait 

encore lieu si on avait F (c , fl) =; 3 ^j | 1 F' ( c ) y 2f ■+• 1 étant un 
nombre impair quelconque. 

Les formules d'approximation que nous venons de donner pour 
déterminer la valeur des fonctions II et H', peuvent s'appliquer à 
tous les cas , et le plus souvent il ne faudra calculer que fort peu 
de termes pour obtenir un grand degré de précision. Cependant 
si la différence t — c était tellement petite qu’il fallût prolonger 
assez loin la suite c°, c**, c***, etc. pour parvenir à un terme négli- 
geable o*, il pourrait être préférable de suivre la seconde méthode , 
c'est-à-dire , de faire les transformations dans un ordre inverse , ainsi 
que nous l'avons pratiqué en pareil cas relativement aux fonctions 
de la première et de la seconde espèce. 

(87). Et d'abord si la différence 1 — c est déjà assez petite pour 
qu'elle puisse être négligée, on pourra intégrer immédiatement la 

formule H = f ( A -j — , en mettant cos^ au lieu do 

A , ce qui donnera 

» = 0 + £) ■* -» ( 45 -+ i ')-■& ■ ■- “■* y;* 

Cette intégrale est rigoureuse lorsque c= 1 ; niais s'il y a une diffé- 
rence, quelque petite quelle soit, entre 1 et c , elle ne pourra s’ap- 
pliquer sans erreur à des valeurs de p plus grandes qu’une certaine 
limite. En effet, la quantité.^ qui en général est y(cos*p-f- 
ne se réduit à cos que lorsque cot f est censé beaucou^plus 
grand que b. C’est pourquoi il convient de chercher une formule 
qui donne la valeur de W pour toute valeur de <p , dans l’hypothèse 
seulement qu’on puisse négliger les termes affectés du facteur b 
élevé au quarré ou à une puissance supérieure. 

Pour cet effet nous supposerons qu'il a été fait dans la fonction II 
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«ne préparation relative au paramétre. Si n est négatif, non s le 
supposons toujours ou de la forme — c* sin* 8 , ou île la forme 
— j b‘ sin*8; si ce dernier cas a lieu , on changera la fonction H 
en une autre où le paramètre soit positif, ce qui se fera par la 
formule du n* 5l. 

Cela posé, pour avoir la valeur de la fonction H, je la mets sous 
la forme 

et il restera à déterminer P par la formule 

p f co» 1 » 1 

J ( i -f- n sin* f ) A’ 

t'sin’p 


J’observe ensuite qu'on a « 


A (cos f ~l~ A) 


-r-rj donc si on fait 


^ r a Jç cos p sin'e . 

'v J ( I n sin'ÿ) A ( CO» 9 -f-A ) ’ 

on aura 

p -= arcla "g(t /n »n») . r.Q 

.yn * 

Tout se réduit donc à trouver une valeur approchée de l'intégrale Q. 
Pour cet effet, j’observe qu’on a cos (p-f-A<aA, et cos a cos?; 

donc si on fait 

O' = f >in ** 

" J (î -f-n»in“ÿ)A 

(Ÿ r rfÿ cos e tin* f . 

J (l •+■ nsm*p)(i — • c*tin*ÿ) ’ 

on aura Q <Q' et Q> Q'. Or en premier lieu, la combinaison des 
intégrales P et Q' donne (i+«)Q'+P= f ‘~t> d'où résulte 
Q' = F < ' fj ^ , donc on a 

x j -f- n 

- p > s a g »> - ig; F (< , ») + - P , 


Ou 


V/n 


P"/'. I ï** \ aretangf^/nsinç) - v 

P > V +—J V* T+-n F ( C > *> 

On trouve ensuite par l’intégration directe, 

(«*+ «) Q* = ^ log (H Èvilâ! ) — T~n arc lan e ( Vn sia * ) i 


:&* 
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I \ arc-Ung(y/nsinÿ) 4** { ' 4 - «n 9 \ 

r -r , + n ) y/„ i + n lu ° \i — c sin ç/' 

La plus grande différence entre ces deux limites de P a lieu lors- 
que <p = 90°, et comme on a dans et cas F ' (c) = log g , log (7^) 
= 2 log j , cette dill'érence = • ï l°g 2 - est > comme on 

voit, de l’ordre des quantite's qu’on veut négliger. Ainsi on a avec 
une exactitude suffisante, 

Æ F C c,*). 


P = — arc tang (y/n sin <p ) ■ 


ce qui donne la fonction cherchée" 

H = (A+-2-)F (c, 9 ) » arç.angÇy/nsing) 

\ c + n/ v ' »+n y/n 




et il en résulte pour la fonction complète , 




B arc tang (t/n) 
> + n " y/n 


Ces valeurs de H et de H* sont celles qu’il convient d’employer si 
les quantités de l’ordre b ’ sont négligeables , et alors il n’y a pas lieu 
de recourir aux transformations ; mais il convient d’examiner parti- 
culièrement le cas où «est négatif. 

Le cas de »= — 1 -f- b’ sin* fl , où n -f- 1 serait de l’ordre &*, ne 
permet pas qu’on lui applique avec succès les formules précédentes, 
c’est pourquoi nous l’avons évité par uue transformation qui rend n 

P° 8iüt . 4 U.'. 

Le cas de n— — c* sin* 6 ne souffre aucune difficulté, si S n’est pas 

- * V ,1 b' 

trop près de go*, parce qu’alors rcsle une quantité très-petite ; 
seulement dans ce cas, il faut changer l’expression ^ 

en celle-ci log Mais si en même temps 9 est 

très-près de 90", le dénominateur 1 -f-n équivalant à i'-f- c*cos* fl , 
devient très-petit; cependant Uni que cos ô sera beaucoup plus grand 

que b , la fraction ou demeurera trcs-petile , et la 
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méthode précédente sera applicable ; mais si cos fl est une quan- 
tité très-petite de l'ordre b ou d’un ordre supérieur , la fraction 

i , t~ cesse d'être négligeable. Pour obvier a cet inconvénient, il 

faut recourir à la formule du n* 5a , au moyen de laquelle toute 
fonction de troisième espèce dont le paramètre n == — c* sin* fl, peut 
être transformée en une autre fonction dont le paramètre//» — c’sin'A, 
pourvu qu'entre les angles fl et A on ait la relation b tang 0 tang A= i. 

Alors on a — 7 — . ■ , = 6‘, donc des deux facteurs ■ ** ■ ■ ■■, —7—5, 

il y en aura toujours un plus petit quei; d'où il suit qu’h l’aide 
d'une transformation , si elle est nécessaire, Terreur de la formule 
n’excédera pas les quantités de l’ordre A; et parce que dans le cas le 
plus défavorable , qui est celui de t-{-/»=i-f-n'=ô,!a valeur de 
II 1 devient très-grande et se rapporte à l'ordre b~', ou plus exacte- 
ment à l’ordre b ~ ' log qui est très-peu different , il s'ensuit que 

l'erreur absolue étant de Tordre b , Terreur relative est en effet de 
Tordre b\ ainsi que daus les cas où n est positif. 

Nous sommes entrés dans ces détails pour prouver que lorsque 
1 — c est assez petit pour être négligeable , les formules trouvées 
pour H et H' peuvent donner une approximation suffisante , sans 
exiger de transformations autres que celles qui ont été indiquées 
par les articles 5i et 5a. Mais la méthode que nous allons exposer 
a l'avantage de donner une approximation indéfinie, qui s'applique 
généralement à tous les cas. 


"(88). L’équation trouvée n* 84 entre H et H*, s’applique aux deux 
fonctions consécutives H' et H, et donne la transformée 

1 •+■ c ’ i+n J l + n <m> 

on aura en même temps 

xi» C / a ' 1 B' rin* ^ <fo' 

H -J (A + r+n .^) v 

et les coefficiens n', A', B' devront être déduits des «quations 


n 


„ B' (,+„y—V‘ 

O+byO+ï)* a * 
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On sait comment se calculent c', b', <$ , au moyen de c et ® ; il ne 
s'agit donc que d’examiner la loi de formation des quantité* n' } A', B'. 
Et d’abord pour déduire n de n , on a la formule 

»' = t"— c + «) ( c ‘4- «)] } 

d'où l'on voit qu’il faut faire abstraction du cas où l'on aurait 
n= — • i + &* sin*0; car 6Î ce cas avait lieu, le paramètre n' devien- 
drait imaginaire, et on tomberait ainsi dans une difficulté plus grande 
que celle qu’on veut résoudre. Heureusement il n’y a aucun incon- 
vénient à faire cette exception , puisque par la formule du n* 5 1 , 
toute fonction proposée de troisième espèce dont le paramètre est 
de la forme — i-f-è*sin* ô, peut être transformée en une autre dont 
le paramètre soit positif. Nous pouvons donc nous borner à considé- 
rer deux cas principaux , celui où n est positif et celui où n est 
de la forme — c*sin* 6. Dans ces deux cas. On peut s’assurer que la 
valeur de n' sera toujours de même forme que celle de a, ainsi 
rien ne pourra arrêter le calcul des transformées successives. 

(89). Soit donc en premier lieu » = — c* siu* 0 , et semblable- 
ment n a=s — c'*#iu’ fl', on aura par la formule précédente , 

sin* fl 7 = £ -4- 7 c sin* fl — | cos 0 A(fl). 

C’est la même loi suivant laquelle l’amplitude ç' se déduit de <p ; elle 
peut être représentée plus simplement par l'équation sin (aS'— fl) = 
c sin 8. En vertn de cette loi , les angles 6, o, fl*, etc. forment une 
suite décroissante qui s'approche sans cesse d’une limite 0, et qui 
l’atteint sensiblement après un petit nombre de termes. La suite 
des paramètres n , n', »*, etc. converge donc de même vers la 
limite — sin*© , puisque d’ailleurs la suite c, c', c*, etc. a pour 
limite l'unité. 

b % 

En second lieu, si n est positif, soit i -j-n = \ étant un 

angle trcs-pelit déterminé par la valeur sin A=r j de sorte 

que si on faisait n = col* 8 , on aurait sin X = b sin fl. Cela posé , 
la valeur de n' sera donnée par l’équation 


123 PREMIÈRE PARTIE. 

b ,% 

et si l’on {jp* semblablement i -+- ri — —y , l'angle A' se déduira 
de X par la formule très-simple 

sin A' = y'b' . tang j X. 


Ou déduira semblablement A* de A', A' de A", etc. , de sorte qu’on 
formera la suite des paramètres n , ri, n’, etc. d’après les équatious 


= « + »' = 


sin* A 


etc. 


Remarquons qu’à partir de l’angle A qui est très-petit, les termes 
de la série A, A', A*, etc. diminuent continuellement , mais de ma- 

., , . sin A tin a' .-in a' . 

niere que les rapports —g—, -y-, —y, etc. convergent vers une quan- 


tité constante qui sera leur limite. En effet, des valeurs précédentes on 


, , , .. sin/. s 
(IC (luit — — — — * 


>-K 

1 -f-CüS A 


.. i « smx 
; on aurait de meme —rr = 


8in à 

ÏT' 


*-w 

I +C09 a' ’ 


etc. Doue après un petit uombre de termes sera constant, et 

par conséquent aussi i -+ -nt 1 ; d’où l’on voit que la suite des para- 
mètres n , ri, j', etc. , converge , comme dans le premier cas , 
vers uue limite qu’elle atteint sensiblement au bout de quelques 
termes. • 


Le moyen très-simple que nous venons d’indiquer pour calculer 
la suite des paramètres n , ri, ri, etc. , lorsque le premier n est 
positif, peut aussi s'appliquer sans difficulté au cas où n est de la 
forme — c*sin*S; de sorte que nous pourrons supposer qu’il est 
employé généralement dans tous les cas; et d’après cette supposi- 
tion, nous allons coutiuucr les calculs nécessaires pour parvenir à 
l’expression de la valeur de II. 


(90). Il faut d’abord avoir la loi des coediciens B“, A“; pour 
cela , si l’on fait 


,, _ (, +6')» (,+ „')■ 
— (,+,/j > 


_ (i+iY(' 4 -"’)’ 

(1-f-n*;* — b‘‘ * 


etc. , 


on aura successivement 


B = 2 //B, B'=2A*B’ = 4A7i'B, B*= 8A7i'A*B , etc. 

Mais 
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Mais des équations i-f-« =4' cof-i A, i+ n= 4* = — fW, • 

1 > 1 sm* A * (l +4 ) 

on tire 

A' = !±l\_L_ ; 

1 -4- n cos a 

on aura semblablement /<* = * — --7 « A* = • — —7 » etc. : 

i-f-n cos a. 1 * 14-/» COS a, 7 ' 


yy sP -R * 4P 8 B (i-^a*) 

(i-f-/*) co#\ > (i-f-/i)coa acos a' * (ï-Hi)cosacosa'cosa" y 

cl en general B = — - — . 

(i+n) cos a cosa' . . .cos A* -1 

0 • — B' * R* * 

Enfin des équations A' = A i -r—, , A'=A' i— -a. etc., on 

1 i -f -n ’ i + n ’ ’ 

déduit généralement 

a» a _ _L 5L _ J®L _ . 

— 1+0' 1 + »? 1 + „M* 

ou , en faisant les substitutions , 

A-“=A— (— — h , q K—. -H )• 

i+nvcosA cosa cosa cosacosacosa ,.,i, nl r 


B f 

—H 

h » 

, 4 

1-f-n' 

S.COSA 

COS A COS a' 

1 cosacosa'cosa' 


Ces valeurs feront counaitre celle du coefficient A' 1 + qui 

1 -f -n? 

entre dans l’expression de H“- Soit ce coefficient == L'*, on aura 


I/ = A + 


l-+-n\COSA * 


(l4-/») COS A COJ A'... COS K»"' 

» , *4 , 

-4— — 5 . * • • “T - * 

CO* A COJ, k COS A COSA COSA COS A COS A . 


ü- > 

. .COSA'- 1 / 


Mais comme la suite comprise dans cette formule est divergente, 
il conviendra de lui donner une autre forme. Pour cet effet j’observe 
que la formule précédente donne 

L'‘ +I — JJ" = a^B(i — CQ> A*) 

(1+/1) cos A cos A'. . .«os ./* 

1 ... • ï ' n K>t > 

Or on a vu qu a mesure que fi augmente , la quantité — — — s ap-» 
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proche de plus en plus d'une certaine limite, et qu’ainsi sin est 
en general de l’ordre 4" ; donc 1 — cos M est de l'ordre (4")*, 
ou donc la différence I," +l — L" est une quantité très-petite 

de l’ordre intermédiaire entre b* et A***, mais plus proche 

de ce dernier. On aura donc pour l’expression de L/* cette suite 
fort convergente 


L"=A-+* 


i+a 


, B(. 

(l +n) rr>s 


ens > ) 


alîfi — cn»>') 


(i-f-n) coa A cos a' 


( i -f-n)cos A C09A COS A 


laquelle devra être prolongée jusqu'au terme • 

g - t! — ^ inclusivement , si on ne veut négliger 

(i-f-n)cos acos A'cosA*...ros t ‘~' 

que les quantités de l’ordre a Ph***. 

( 91 ). Cela posé, les transformées successives étant 


H =(.+*') H' + 


jV 
■ +»' 


arc tang (y nsine) 

V n 


ir= 


(i+4*) H'-H 


i B' arc tang (y n sin 
1 + 1»** ÿn' 


etc. , 


on pourra exprimer généralement la fonction H par le moyen de 
H*; et comme les séries sont prolongées jusqu'à un nombre de 
termes u. suffisant pour que la valeur de IP* soit donnée avec toute 
l'exactitude nécessaire par la formule 

w = (*'+ np) 

il résultera des substitutions cette valeur générale de II, où l’on a 
fait pour abréger, P“= (i-f-4') (i-+-4') ( 1 +b “) . . , .(i-HO, 
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H-tVlo, Uug(45-+i*-)-l'. 

, t B' arc tan:; ( y/n «in j) 

‘ 1 ■+•«' * ÿ/n 

4 . (i 4-A') , î ^ > arc tang (y/n' -in $Q 

+ c »-K) (1+i*) . . arctanB ff - ‘ iny ' ) 


■ J.u-I T B^* arc tant; (vV*~ ' »in y" - ') . 

' 1 ~ ' i + n* ' py-* 1 

( 9 >). Cette formule a l'inconvénient d'offrir une suite diver- 
gente , et il importe de lui donner une autre forme. Séparons pour 
cet effet le premier terme IT/ log tang (45’+ il*), et appelons le 
reste Z M ; désignons de plus par T' la quantité ar . rlan h^" -'"g) , nous 
aurons 


Tf+'— Z*=- 


IV 




i 4 .,V +l 

Cette équation peut se mettre sous la forme 
Rf , ;b^' 


' JUO - 1 rj.u-f-! ^ î JU.J. U 




r Jf+ l 7f — UT" ( ■ I * B ^ _ 

M-f-iV 1 -f- nP+'J i 


B* +r 
~+f+' '• 


mais si on fait pour un moment A' = — — 

1 msA 


» + (V 1 + '* 


COSA COS A 
9^“’ B 


-- , on aura 

Jl* * 


1-t-iV-*-' »+« 

1 B lu , u rt+c"»^ 


A' 0 ; donc 


z^’— Z^= I"A“ ^1±£2Ü_ T" (i -f-£“ + ') T" - *"^. 

# . ,*r 

Or d’une part la quantité U A" ne peut passer une certaine limite peu 
élevée au-dessus de l'unité ; d’autre part les différences i — cos A* , 
T“ — X ^ -1 " 1 sont de l’ordre ; donc Z'““ M — If est une quantité 
très-petite de l’ordre a^+'A"-*-' qu’on peut regarder comme inter- 
médiaire entre A“ et &"+' , mais beaucoup plus rapprochée du der- 


V 


10* 
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nier. On pourra donc exprimer TJ* par la suite fort convergente 
Z-f-(Z' — Z)-f-(Z’ — Z') + etc., et on aura pour l’expressiou gé- 
nérale de la fonction II, cette formule 


». mm . , B arc tang (l/n sin p) 

11 = I^lo’taigUV+i^) — — . ^ U 


aB i f~/ , ,.,' arc / i+rm * \ _ arc tang ( ’/n »in »)’ 

i +n'co»A J i/n’ \ a / 

arctang( n*. in»*) 


v- G 


é!L 

i+A’ r 

1 +n 

‘ coa A co» a' L 


^ n 


PB i+6'.i+** 


l-f-fl COS A eus Jk 

— etc. 


-t-A* T, ( , j.. arc tang(p / »*>in «*) _ / i-fro.i > “\ 
,'co S ..-L U+ ' ; V n ” Va/ 


4-cosa'\ arc tang (^/n%inf')~1 
à ) ‘ Vn' 

+cos X*\ arclang(' r/fin»")' 


V'* 


2 G 


Celte formule fondée sur celle que nous avons prise pour valeur de 
IP*, suppose <jue l’angle <p“ est toujours moindre quels limite donnée 
par l'équation cot <pr= y'b". Lorsque est égal à cette limite, ou 
qu’il en est seulement approché , la valeur supposée de IP “ est exacte 
aux quautilés près du l’ordre b“, et alors il faut prolonger la série qui 

donne la valeur de H, jusqu’au n'"" terme — n ’ ctc ' ' ,,c ^ us ' ve ~ 

ment. Dans le cas où <p u sera éloigné de la limite dont il s’agit , ce 
qui arrivera lorsque <p n’excè'de pas 90°, comme on peut toujours 
le supposer , on pourra ue calculer la série que jusqu’au terme 
( I* — t inclusivement, et le résultat sera toujours exact aux 
quantités prè’S de l’ordre b- u . 

Pour déduire de la formule générale la valeur de la fonction com- 
plète IP, on pourrait faire ^ = 90“, cl prolonger la série, comme il 
vient d’être dit, jusqu'au ( n — 1 )*"*' terme inclusivement. Mais il 

est plus simple de faire f— a“ _l ^ =s , ce qui donnera succes- 
sivement <p‘ = a/— 3 # , = ar -iff ç."-'=a cot 1 p^=^bf“. On 

parvient ainsi à la limite des valeurs de Ç* 1 , et en négligeant les 
quantités de l’ordre A", 011 aura sin 1 , log tang ( 45 °-f- j ip“ ) 

~ i log , et par la substitution de toutes ces valeurs, on trouve 


a'‘-'H , =P‘L/‘Ilog 


a^B 

i-f-n 




a 

<+« 


arc tangl/n^-' 

CO* K CO» A*. . .CO» l/r/* - ' 

J 1 -fA’ ■ 1 +y. . ■ I +A*- 'p | , arc tang^/n* /'i+ccsx f ‘~ 

\CO»ACOiV co»:/<— 'L'* ’ ' —ÿnt* \ 


■) 


arc tang \ Zn“~' 

v»"- 


} 
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Mais les quantités i — cos X'*-' , tu 1 — n/‘~' sont de l'ordre , et par 
conséquent négligeables ; on a donc plus simplement 

H-ssP-f— loff— L. _i_ 1 1 arc tang 

La'' ° i'' i+« ‘ cojX ‘ coa x' ' ' ’ ' c<, ' ’ \Zn!*-' J ’ 


formule ou il faudra substituer la 
deT 


valeur connue de Iy* et celle 

ayb l ayb ’ etc 
~~ÿ ' ^ » et » 




ce produit étant continué jusqu’à ce que le nombre de ses facteurs 
soit fi — i. 

Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on pourra 
calculer les valeurs des fonctions II et II*, lorsque le module c est 
extrêmement près de l'unité ; elles donneront tel degré d’approxi- 
mation qu'on voudra obtenir, en prolongeant sullisamment les séries 
qui les composent. 


(93). Si on compare maintenant cette seconde méthode avec la 
première , on ne manquera pas de remarquer que celle-ci n’est 
sujette à aucune exception , cl qu'elle u'exige ni considérations de 
limites, ni transformations; il est donc préférable d'employer la 
première méthode , meme dans les cas où c serait fort près de 
l’unité , puisqu’alors cette méthode n'a d'antre inconvénient que 
celui d’employer quelques termes de plus , et le nombre de ces 
termes ne peut jamais être bien grand. 

Nous remarquerons encore qu'on peutsiniplificrà quelques égards 
les formules de la première méthode , en employant des angles 
subsidiaires X 3 , X' 3 , X 333 , etc. pour calculer laut la série des para- 
mètres n°, » 33 , etc. , que celle des quantités k, k°, A 33 , etc. , à 
l’exemple de ce que nous avons pratiqué dans la seconde méthode. 
Pour cél effet on aura les formules successives 


i+n =s b col*jX 3 

1+n 3 =b° cot’jX 33 = — 

sm* ». 

1+n 33 =£" cofiA 333 = 

0 m a A 

1 -f-« 333 =i 333 cot* ï X' 333 = -—zrrsi 

• slll* K . 

etc: 


tang i A 3 


tang i A 333 


tang i A 3333 = 



etc. 


t 


H 


®* 


Digitized by Google 


154 

d’où l’on déduit 
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. 1 4- n° . a 

h .... 1 

1 -b n 

’ 1 + n" 1+11 

f o >+*" pn . ,« 

1 

O 

-a* 


' i-fn“ l+n 

il»»» 

* 


i+n 

etc. 

etc. 


Eufiu si l’ou fait 


A'' = A + ^(i+tCOS>'+ 5 cos A" cos A”. . . 

. . . .-f- — cos A* cos A**. . .cos A*) , 
a 1 * 

k 

et qu’on prenne toujours lv“ s= (t -f-c”) (i-f- «**)• •• ■(’ + c ‘“)> I* 
valeur de II sera 


. l/r° R «rr tanp f V «?àn f’) 

H=K^À <t> • 

ac i -f-/i V n 


l/c* l/c*” R „ . arc tanf; (v/n°*«inf**) 

■ ■ ■ — — . J - ~ . > — • COS A • - 


at w 

t/c” 
ac ac“ 

— etc. 


t-H* 

KC 

ac“ 


i-f-n 


yrr 

. COSA’COSA' 


ttn ave tang ( l/n“”ain f 00 *) 
V^n“* 


La limite de n r étant zéro dans tous les cas, celle de sin A* sera A“, 
et par conséquent celle de cos AA* sera ce. D'où l’oa voit combieu cette 
suite est convergente. 


Des cas les plus généraux dans lesquels on peut opérer 
la réduction des Jonctions elliptiques de la troisième 
espèce. 

(94). Si l’on différentie par rapport à n chaque membre de 

l’équaliou U= f - — . . . . , on aura 

* J(i+nun’p)û’ 

„ *1 __ r <h r >h . 

dn J (1 + n àu*f )*A J ( 1 -J-n siu^) A ' 


9 
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or par la formule du n° 9 on trouve, en faisan t*=:(i-)-»)^i-f-U^, 


dp A «in p cos p c* 


-f- n sin‘ç 


-/(i -f-«sin*ip)-f 


dp 


a* r dp a 

ni (1 -f-ntin'fJ’A 1 

/ 24-^‘ , gçj\ r dp_ — 

' \ * n ~ n*/J (1 *4-/i8in*^) ^ 

Combinant ces deux équations entre elles, et observant qu'on a 

e*/(i +« sin'|) ^ = (c* + n) F — nE, 

on parviendra h l’équation suivante , où l'on ne doit regarder que n 
comme variable dans II et dans a , 

i I Va + a</n =— i c*F • i (F — E) - •+■ i A sin <p cos $ . -~ J " ■ ■ . 

u n i — f— /1 siu ^ 

_ 1 

Multipliant de part et d'autre par a.~ ‘ cl intégrant, on aura 

Il faut maintenant, pour effectuer les intégrations., considérer suc- 
cessivement les trois cas de l’art. 5o. 

Premier cas n = cot’6. 

(95). Alors on a cln = — -- r — * >/9, y' a = - et l’équation 

w ' smv 1 ' smScosa’ * 

générale devient 

• 

M b ' s ) n — r . r_dS 

»in8cu»8 J côiFÏÂ(6,8) ' J ' J A(i ,6) 

A sin^ COS^^^ 4m *^ C o.- - 6) j J) 1 

^'intégrale csl représentée à l'ordinaire par F ( b , 9); et 

suivant les réductions connues , on a 

enfin si l'on fait pour abréger col ! ip = /i', l’intégrale 

/ • dj cos*6 , . . . 

(m.,- 5 + co7T)Sc —> P° urra sc deconl P° ser aiDS1 : 

m , a r <i9 


A sin p Ç 
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cl sous celle forme elle peut être représentée par 


A *in p 

COi p 


*(M) + 


A 

siti p et» p 


n («',*, fl). 


f*ubstitnant toutes ccs valeurs, et désignant, pour plus de clarté, 
par H ( n , c, 9), A(c, 9), F (c, 9), E(c, 9), les fonctions n , A , 
F, E; on aura, pour le premier cas, la formule générale qui suU,- 


ASÈÆ n (n, c, 9 ) + Afc, ? ) n (ri, b, 6) 

êui fc Cos y \ • üin« co'A V > > / 


sin$ cojf 


) c -+-~TÛ(*,fl)F(c,9)-+-£|A( c ,9)F(A,8) 

l +F(e, 9)F(i, fl)-F(c, 9)E(/>, fl)- E(c, 9) F (*, 9 ) 


(O- 


J,a constante C, ajoutée à celte formule, pourrait être fonction 
de 9 , puisqu'elle résulte d'une intégration où 9 a été regardée 
comme constante ; mais comme la forme [de l'intcgrale est telle 
qu’on peut permuter entre elles les quantités 9 et A, pourvu qu’on 
fasse de même la permutation entre cet b , il s'ensuit' que C ne 
contient ni fl ni 9, et qu'ainsi C est une constante absolue. 

Pour en déterminer Ta valeur, prenons un cas particulier , et 
supposons à la fois 9*ct 9 infiniment petits. Cette supposition donne, 
en rejetant les infiniment petits du second ordre F(c, 9) = E(c,9)=9, 

F(*,0)=E(M) = 0, A(c, 9)=:A(M)=«> n(n,c, 

— ’’ — fl are tang et semblablement n (ri,b x 9 )=i 

8 ♦ 

— 9 arc tang “• Substituant toutes ces valeurs , il viendra 

® 8 

C = arc tang ^ -f- arc tang ~ — [ tt. 

* 

(96). Si l’on veut appliquer la formule de l’art, précédent au 
cas où 9 = £ir, il faut, pour éviter les quantités infinies qui se 
rencontrent dans les deux membres, faire 9 = £ir — « , c t sup- 
poser ai infiniment petit. On aura ainsi n' = col’9 = tang*» = a>‘ ; 
et puisque ri est infiniment petit, la fonction n (ri, b, ô) s’expri- 
mera de cette manière 


H (ri, b , fl) = C -J 6 — C_JL_ __ 

' ’ ’ * J O + «'»«’> —J A(M) J 


n *8 
) 


on 
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oh aura donc 

A 

>in <p cosç 


d’où l’on voit que le premier membre se réduit à zéro, lorsqu’on fera 
«= o, et qu ainsi la supposition de <P=~ vr donne cette formule 


(*)• 


êrksre («,-) = i* + c ^(4, 6)F'(C) + F'(c)F(A,8) 

— F-(c)E(A, 8 ) — E'(c)F(4,â) I 

Toutes les fois donc que le paramètre n est positif, la fonction com- 
plète de troisième espèce IT (n, c) , pourra toujours se déterminer 
par des fonctions de première et de seconde espèce , savoir, par 
les fondions complètes F ' (c) , E'(e), qui se rapportent au mo- 
dule c, et par les fonctions non-complètes F (A, 6 ), E (A, 8 ), qui 
se rapportent au module complémentaire 4, et dont l’amplitude 9 
se déduit du paramètre n par l’équation cot 9 = y/n. 

Ce théorème est très-important dans la théorie des fonctions 
elliptiques , et son usage sera d’autant plus étendu ,'quc dans beau- 
coup de problèmes de géométrie ou de mécanique , qui dépendent 
des fonctions elliptiques , on n’a souvent besoin que des intégrales 
définies ou complètes. Nous en donnerons ci-après diverses ap- 
plications. 

( 97 ). Si dans l’équation (A') on met r - à la place de n , et qu’on 
fasse — = col'A, afin de mettre en même temps A au lieu de fl, 


•>- 1 <*> WW + f'HK*. »> 

— F’(c) E (4, A) — E'(c) F (4, A). 

Mais, en vertu de réquation c* = n col*A ou c tang 8 tang A = 1 , 
qui se rapporte au module b, on a (n° r 8 ) F(A, fl) -(-F (4, A)=F'(4), 
E(A, 8 ) -(- E(4,A) = E'(A) -f- 4*sinA sinô; on a en même temps 

• , .. rsin 8 . ,, . « c A (4,>) 

sinA a(4,8) ’ COSA -~'ô( 47>.)» A — Â(57ë3 * MnAcos*’ 

A (4 , 6 ) 


un 9 cos 6 


= /«• 


>8 
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Ajoutant donc l’équation précédente avec l'équation (F) , et 
observant que d’après la formule du n° 47 » on a ^’( n » c ) + 
n ’ (£,*) = F* («0 + r , on trouve que les angles 6 cl A dispa- 
raissent entièrement du calcul, et qu’il reste entre les fonctions 
complètes , pour les modules c cl i, celte relation : 

1 = F’(c) E 1 (ê)-f-F' (*) E' (c) — F' (c) F ' (è), 
ce qui est une nouvelle démonstration du théorème de l’art. 4 *• 

Puisqu'on peut exprimer la fonction complète IT (n, c ) 
par des fonctions de la première et de la seconde espèce , on 
pourra exprimer de la même manière toute fonction non-com- 
plète n(n, c, <p) , dont l’amplitude <p est telle qu'on ait F (c, p) 
= k F' (c) , k étant un nombre rationnel. En effet , si .cette relation 
a lien , il suit des formules démontrées ci-dessus, qu’on a II («, c, 

— AIT (« , c) -f- W, YV étant une quantité déterminable par arcs 
de cercle. Donc il y a une infiuité de cas où la fonction n, dont 
le paramètre est à volonté, pourvu qu’il soit positif, pourra se 
réduire aux fonctions de la première et de la seconde espèce , 
et ces cas «çnt déterminés par un symptôme général. 

Etant donne l’amplitude <p , on peut trouver par un calcul asse* 
simple , si la condition dont on vient de parler peut être remplie, 
c'est-à-dire, si la fonction F (<p) est daus un rapport rationnel avec 
lalfonctiou complète F“. 11, faut pour cela calculer la valeur appro- 
chée de la fonction F (f) par la méthode de l’article 65. Lorsqu'on 

aura déterminé l’angle <t> , limite des angles f p etc., il 

faudra examiner si cette limite <1> est avec l’angle droit dans un 
rapport à- la-fois simple et très-approché. Si le rapport était un peu 
composé , il n’y aurait lieu à aucune réduction , attendu que la ré- 
duction exige que le rapport soit exact , et que , pour peu qu’il 
fût composé, l’équatiôu qui détermine sin<p serait d’un degré 
très-élevé, ce qui rendrait peu probable que la valeur donnée de <p 
satisfit à cette équation. Mais si le rapport dont il s’agit est ex- 
primé en nombres simples et qu'il paraisse au moins fort approché , 
il y aura lieu de croire qu’il est exact. Alors on s'assurera par 
les formules rigoureuses , si la valeur donnée de sin <p répond au 
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rapport k trouvé entre F(c , <p) et F'(c), ou entre <î> et j tt. Lorsque 
ceia a lieu , on trouvera également par les formules rigoureuses , la 
valeur de W qui doune Fl ( n , c, <p) = ATT(i», c)-t-W ; ainsi ou 
pourra déterminer FF(n , c, p) par des fonctions de la première et de 
la seconde espèce. 

La méthode qu’on vient d'indiquer n’est autre chose que la 
méthode d’approximation par laquelle on évalue la fonction de pre- 
mière espèce F(c, p). Mais on peut pour le même objet employer 
une autre méthode qui parait conduire plus directement au but. 

Etant donné l’amplitude <p, ou calculera successivement les ampli- 
tudes <p,, ( p,, <p 4 , etc., qui donnent F (<p,) = aF (0), F (tp,)= 3 F (<p) , 
F (<p t ) — 4 F (p) , etc.; c’est ce qu’on fera par les formules 

tang J < p. = A tang p 
tang (jty •+-$?) = A tang ?>. 
u,1 g (î»( + î».)= à tang <p, 

,tang(iip 5 -}- j-»,) ~~ 4 tang f 4 
etc. 

Il est évident que si l'angle <p est tel qu’on ait F(c, tp") = kF'(c) , 
k étant un nombre rationnel ~ , il y aura nécessairement dans la 
suite Ç ., pj , ç 4 , etc. un tenue ç>, tel que c’est-à-dire 

qu’on devra rencontrer dans cette suite un terme <p, qui soit mul- 
tiple de l’angle droit. Et comme d’ailleurs , par les raisons que nous 

avons exposées, le rapport^ devra être exprimé en nombres assez 

simples , on n'aura jamais qu’un petit nombre de termes à calculer 
dans la suite p. , <P t , etc. , pour reconnaître si les fonctions F (ç) 
et F 1 sont commensurables entre elle* , et par suite si n ( n , c , <p) 
peut se mesurer par Fl 1 ( n , c). 

> 

(99). Pour revenir à l’équation (<’), nous observerons que cette 
équation servira en général à déterminer l’une des fonctious 
FT(«, c, $>), Fl (n', b, Ô), par le moyen de l’autre supposée connue. 
Ces deux fonctions ont des modules complémens l’uu de l’autre , et 
leurs amplitudes se déduisent réciproquemeut de leurs paramètres 
par les équations « = cot‘ 6, n = cot‘<p. 
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Supposons que l'angle 8 , déduit du paramètre h , soit tel qu'on 
oit F (A, 0 ) = /F 1 (A), k étant un nombre rationnel ; on aura par 
les propriétés connues , E ( b, fl) = ArE' ( b) -f- V, et n ( n', A , 8 ) 
= n'(n', b) W, les quantités V et W étant déterminables, la 
première algébriquement , la seconde par arcs de cercle. 

Si maintenant on substitue ces valeurs dans l'équation ( i ) , et 
qu’ensuite on mette pour IT ( n', b ) sa valeur déduite de la formule 
(A') , on aura , après les réductions, ce résultat très-simple 


-VF(c,*). 




61 IJ <p COs <p 

D'où l'on voit que la fonction n peut alors se réduire indéfiniment 
aux fonctions de la première espèce, et la seule condition néces- 
saire pour cette réduction , est que le paramètre n, représenté par 
col* 8 , soit tel que le rapport de F ( b , 8 ) à F' (A) , soit rationnel. 

. Ainsi nous avons encore pour ces réductions un symptôme général 
qui comprend une infinité de cas particuliers. 

Le cas dense qu’on a résolu n* 46, est compris dans le symp- 
tôme général , puisqu'on faisant col * 8 = c, la valeur de 9 qui en ré- 
sulte, est celle qui, appliquée au module A, donne F(A, 6 ) = 4 F ‘(b). 
Aussi en faisant A-= £ et substituant les valeurs de V et W qui 


sont V = ï(i — c) , W : 


_»in 9 en* 9 


2.S 


arc tang . 


X h — arc tang 


(1 -f O tang g 


A cos p 

0+0 «1,19 


«n p cos p 


aA 


on retrouve la formule . 


H (c) = i F + ~ arc tang 


0+0 tang 9 
* A 


SECOND CAS , n = l-j-A*siQ*8. • 

(100). On aura dans ce cas, -—^ = 2</8 A (A, 8), y/a=z^~^ 1 ?, 
cl l’cquation générale du n* 94 deviendra 


fcVin ê en? 9 


4(6 




<n 


( I — b‘ àin’ t)’ 

•4- à siu <p cos <p / 

J tas 9 4- b‘ sm* 0 sln* 9 
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Or par les formules connues on a J" — ~^ =:Y(b, fl) et J' ■ 
b * tin 9 c<u 9 


i4« 


d» 


i 

(i — 4*sin* 6) 


= 7» E ( i > 9 ) — 7. ■ T(b'fl' ) : de P lus en disant i*tang*^=», 

'“'/sSS^Sïi itf.'.M)- 4 ”*’' 


on a 
A s in 


910 f 


■F(6,<P); 


I *• |r< , . llrl-V • T 1 f i 1 a i, ■ , 

donc en faisant toutes ces substitutions on aura pour le second cas 
la formule generale 


i*»in 9 cos 9 


i^f^Cn(n,e>)-F(c,f)]= jÆ^enfo', M)— C0S'*F(&, »)] 

' +F(r . f ) F(6 , «)— E(c , ?) F (6 , 9)— F(c , *)E(é , 4) 

On n'a point ajouté de constante , parce qu’en faisant 9 =0 , les deux 
membres s'évanouissent. 

7i'V:>”,rr 1 *■/*. - 

( 101 ). Si on veut savoir ce que donne cette équation lorsque 
ç==i >jr, il faudra trouver la valeur de n (ri, b , 9 ) à cette 

limite ; et pour cela , il font d’abord supposer <p = i ir & , a> étant 

infiniment petit. Or puisque ri = A*tang*<p=i*cot*« , il en résulte 
b* 

^ ; =tang‘a, et la formule du n” /fi donne 

n (ri, b , SH-n(tang*«, b, 6)=F(i,fl)-f arc tang . £ <**>«" 8* 
Mais a étant infiniment petit , on a 

n(tang*» , b, 9) = F (b , 8) — M tarig'a» t 

M étant une quantité finie ; donc 

• • • • 

— c ^- n(n', b, fl)— M-+- arc tanc . 

iinipccif ' > > J »in f ^ & jinçcojf a(4, 9)' 

Le second membre se réduit > ~ir lorsqu’on £ait<p = i ■*, donc on 
aura pour déterminer II' ( n , c) , l’équation 

4*sin9coi9 — t . . — ' . -- . 


(0* 


iwr [n ' c > ~ F '( c >i=I+ F ' « * (M) 

— E'(c)F(4, 6) — F* (e)E(4 


,J W ' 
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doù Fon voit que la fonction complète de troisième espèce IT (n , c), 
s’exprime généralement par des fonctions de la première et de la 
seconde espèce. 

Nous observerons que les formules (f) et ( m') auraient pu se 
déduire de celles qui ont etc données art. 5 i, 95 et 96; mais il 
n’était pas inutile de faire voir comment ou pouvait y parvenir 
directement. 

La fonction non-complète n (n, c, <p) s’exprimera de meme par des 
fonctions de la première et de la seconde espèce , si l’amplitude $ est 
telle qu’on ait F(c , <p)= AF’(c), k étant un nombre rationnel. Car 
alors on a TI(/i, c, tp) = ATI’ (n, c) 4- W, W étant uue quantité 
déterminable par arcs de cercle. 

(102). Supposons que l’angle S , déterminé par le paramètre 
n— — 1 -f-/>*sin*fl, soit tel que pour le module b on ait F (A, 6 ) 
= kF‘ (b), k étant rationnel; alors on aura par les propriétés con- 
nues n (n, b , fl) = kn'(n'j b) + W, W étant une quantité déter- 
minable par des arcs de cercle. On aura en même temps E(6, 6) 
==ÆE‘ (b) -f- V, V étant une quantité déterminable algébrique- 
ment. Il suffira doue d’avoir la valeur de IT (ri, b) où l’on a 
»'= b‘ tang* ç. 

Pour cet effet, j’observe que la formule du n" 47 donne 

„ • 

n- («', b) + n- (cot*<p, b) = F' (b) + 
ensuite par la formule de l’art. 96 , on a 

n-(co PM) = *r^ }; ■ A (*. *) *’(*) +*' W P *)}. 

I -E'(J)F(c,<p)-F’(A)E( C ,*) J 

Faisant toutes ces substitutions dans l'équation ( ï ) et réduisant , 
on aura 


n(«,c, <p)=(i 


*(M) 

i‘« in 6 c<» S 


V)F(c;<p) + 


A‘ MD f COS $ MD b COi 4 


D’où l’on voit que la fonction de troisième espèce Tï(n, c,p) se 
réduira indéfiniment à la fonction de première espèce F ( c , ? ) ; et 
la seule condition nécessaire pour cette réduction , est que l’angle 9 
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déduit du paramétre n= — 1 -f- b' sin* fl , soit tel qu’on ait -F {b, fi) 
= À'F'(i) , k étant un nombre rationnel. 

Ainsi dans le cas de n = — c , où l’on a sin* 6 = — — celte 

valeur de 0 est celle qui donne F(e, 8) sas ^ F' (b ) ; la réduction 
est donc possible. On trouve ensuite par les formules du n“ 5 j , 

V=i(i —c), W = — arc tang^ — et substituant 
ces valeurs dans la formule de l'article précédent, on en tire 

n (— é)=iF-f- T j-^arctang. ( ' -O lan i f, 

ce qui s’accorde avec la formule du n° 4 G. 


(io 3 ). Si* dans l'équation (f) on fait «= — c* ou ô=i^r, on 
trouvera encore la même équation qu’au n* 48. Mais si on fait 

»= — 1 -\-u‘ , u étant supposé infiniment petit , on aura sin ô = g , 

ou 8 = - h , et la substîtùtiou faite en négligeant les puissances supé- 

rteures de ot donnera ' -TRtj, . 

• •••** 

n '( , *» c ) == 2“ + F' («) — j;E*(c). 


dp 


, lors- 


Tclle doit donc être la valeur de l’intéfiTale lz . 

. • 0 J (cos’p sin* s) à 

qu’on suppose « infiniment petit et p = 

Pour vérifier ce résultat par l'intégration directe, j’observe que b 
étant la valeur de A lorsque ÿ = , on peut faire 

n — C cllf i J. f d * -’ /* 1 

La première partie a pour intégrale ~ arctang (aitang f ), et en 

faisant ip = ■;■«, elle devient £ La seconde partie se décompose 
en ces deux autres 

» ’i ^ ^ ,-^r‘ , 

T f d * (- ^ V =± C *’* » in ‘^ Tl _ JLA 

J CM’f \6 £/ * J COJ*» (C06*«> s.4 cs) m - 


Or eu 


dp tio'e 


itrtégrattt par parties on a Tc= tang <p — c* 
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expression dont le premier terme lang <p = ~ — — 

c* sin ® cos ® , . . . . 

s= — +T) ' 9 cvanoul1 lorsque <p = j 'K } donc on a simplement 


T =-/ 


f* sin'^rf® 


■/ 


a ÿU*-P(«)-p»C<fc 


Nous avons déjà les deux premiers termes delà valeur de n’(n,r); 
un troisième terme serait donné par l’intégrale V qu’on peut mettre 
sous la forme 


= *• f— 

J (cos’i 


cVp sin’e 


9+ a8 a stn ’f) (S+Â)TÂ* 


et en procédant de la même manière , on trouve que le premier 
terme de V , développé suivant les puissances ascendantes de a , 
est en même temps le premier terme de l’intégrale plus simple * 

Iet l uel a P 0ur ex P rcssi0ü 3»-T Munissant 
toutes ces parties , on aura 

n ’ ( B > O = ^ + F' (c) — p E 1 (c) 4- ^ u 4* etc. 
troisième cas , n = — c*sin*ô. 


(io4). La substitution de cette valeur de n dans l’équation géné- 
rale du n 3 g4» donne 


S5ù(..l)n=(ï-E)/j^,-r/ ; 


</9 


' A(c,6) x Jsin*éû(c, 8) 
.... /* c*d8’sin , 8 

+ A sm ? co* V ( 1 -c- t , n »9 1 u,> ) À (c ,i ) - 


Dans cette formule et dans tontes celles qui en seront déduites , 
les fonctions A, F, E étant toujours relatives au module e, nous n’y 
joindrons que la désignation de l’amplitude, c’est-à-dire, qu’au lieu 
dcA(c, 0),F(c, 6),E(c,0), nous écrirons Amplement A ( 0), 
F(0), E(ô). Cela posé, on a par les formules connues. 


er si l’on fait ri — — c*sin* p, on aura 


/■-£!£ j.-* • = s=î [n <”'' 


Donc 
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Donc la formule générale pour le troisième cas > est 

cot Sa (6) [n (« , p) — F (p)] = cot pA (p) [n (n', fl) — F (6)] 

+ E(8)F(*0— F(fl)E<» («'). 

On n’a pas ajouté de constante , parce que la forme de l’équation fait 
voir que si on change p en 0 et réciproquement, la constante devrait 
changer de signe, ce qui prouve qu’elle est nulle. 


(io5). Si dans la formule précédente ou fait p = j-?r, on aura 
immédiatement 

n'(»)«F' + Ç^[F'E(#)-E'F(«)] (p'). 


Ainsi dans le troisième cas, comme dans les deux premiers, la fonç-« 
tiou complète de troisième espèce ri'(n), s’exprimera toujours par 
des fonctions de la première et de la seconde espèce. 

11 en est de même de la fonction non-complète IT(/i,c, p) ou 
n («, p), si l’amplitude p est telle qu'on ait F(p) = XF‘, k étant 
un nombre rationnel ; car alors on aurait n ( n , p) = ATI 1 (»)+ W, 
AV étant une quantité déterminable par logarithmes. 

Il est remarquable que les formules (/*')et(/>') qu’on vient do 
trouver pour le troisième cas , sont plus simples que les formules 
analogues pour le premier et le second cas„ puisqu’elles ne con- 
tiennent point les fonctions F et E relatives au module complé- 
mentaire b. 

Remarquons encore que la valeur de 1T (n) serait indéterminée 
si on avait 0 = j is ou n = — c\ Mais alors on a généralement 
pour toute valeur de p , 


H (— c% p) 


= £ecp) 


c*sin® cois s 


par conséquent lorsque p = jit, on a 


n- (-*•) = £&•• 


(106). Revenons à la formule générale (n') , et supposons que 
l’angle 0, déduit du paramètre n= — c*sin*0, soit tel qu’on ait 
F(9)=AF‘, k étant rationnel; on aura alors E (0) = AE‘-|-V, et 

>9 
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H (n', fl) = ATI 1 (/»') -f- W, Y étant une quantité déterminable algé- 
briquement , et W étant déterminable par logarithmes. Ces valeurs 
et celle de la fonction IT (n) tirée de la formule ( p ') étant substituées 
dans l’équation (n ) , il en résultera 




AV coteû fp) 
cot 6 a (5) 


D’où il suit que la fonction fl(n , ip) pourra être ramenée indéfini- 
ment aux fonctions de la première espèce , si le paramètre satisfait 
à la condition mentionnée. Nous avons déjà donné (n*8G) un 
symptôme semblable de réduction , mais celui qu’on vient d’indi- 
quer est beaucoup plus général. 

Soit, par exemple, n — — i -\-b= — e’sin’8,on aura sin*8 = | 
ce qui donne F (9)=-; F 1 . On a alors par les formules du n* 5-], 


E(0)=iE , + i (.—*), 


et n(n',e) = :-n>(n') + ^ i 
d’où résulte 


In» f A ~ C‘~ b)‘ !n i>cot A . 
° \û -J- ( i — b ) sia ÿ co* f ) ' 


n (,„*)= r (,) + i io g , 


ce qui s’accorde avec Informulé du a” 5a. 

Nous terminerons ces recherches par une observation générale ; 
c’est que toutes les fois que la fonction de troisième espèce fl est 
réductible iudéfiniment aux espèces inférieures , elle est toujours 
réductible à la première espèce, c’est-à-dire, qu’elle s’exprime par 
la seule fonction F (c, $'). 11 n’y a d’exception à cette règle générale 
que lorsque n =■— - c*, et lorsque n s= — î , seuls cas où la fonction 
de seconde espèce E ($) entre dans l’expression de n , ainsi qu’on le 
voit par les formules du n c 48 . 
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*47 


Réduction générale desjonctions elliptiques dont le paramètre 
est imaginaire. 


(107). Soit p : 


sin f cosÿ 


-, Ç étant un coefficient constant, on 


(1 + Ç»in**)4 J 

aura par la différentiation et en introduisant un second coefficient k, 

<tp dç ■ —(«40 «in*» + 0+0 c'en 4 »— fr+in 5 » 

1 + kp * A ' (1 -f- — c‘»in‘f) + A (>— ïiü’f) 

- V * v; a. .,*_■«? j, . , - Jf ‘ 

Supposons que le dénominateur du second membre soit égal au 
produit de ces trois facteurs : 

(i+«sin*p) (1 -f -n' sin*p ) ( 1 — m sin*p) , 

il faudra satisfaire aux trois équations 

nrim = 

(1 + » ). (*+"') (* — w)=Â* (i + Ç)* 

— c*) *= i‘c‘k. 


Pour cela , supposons que n et n' soient connus, il fendra par leur 
moyen déterminer les trois autres quantités £ , m, et k. Et d’abord 
l'équation qui détermine Ç étant 

. _cT , »•(■+£)* 

«n r ’ T * (« +•«) (l + »')’ 

si l’on fait pour abréger , on at ur a 

Ç étant connu, on aura m et k par les équations 

'*3 ' « = ^ 

*- ■* 

k = (n -f- **)(»' + 

Cela posé , on peut donner à l’équation différentielle la forme 
dp de P A , A' 


dp r k. 1 tL * ^ 1 2™] 

1 A L 1 + n ôa*? ~ 1 + '«'sio*? ‘ 1 — m »in"e ‘ ÏJ ‘ 
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et les coefficiens A , A', B se détermineront de cette manière : 

A = " 1 +( a4 ~n" , + (i+a')c , «+ fc* 

n ( n — n') ( n -+• m) 

A'__ » -î -4- ti-t- H n’*4- ( i +aQ c’n'4. fc‘ 

, n (n'— n) (n'-f- m ) 

B = m ’~ f s + O "■’+(' + 9 QrVn — Kc’ 

rn ( m -+-n ) ( m n‘ ) 

On aura ensuite l'intégrale 

An (»)+ A'n (O -+- Bn (- m) + lv =/ A;. 

(108). Ce résultat a lieu quels que soient n et n'. Supposons donc 
que ces paramètres sont imaginaires et qu’on a 

n = v (cos Ô -f- y / — i sin S) 
n' = » ( cos fi — y / — i sin 8 ). 

D’après ces valeurs , si on fait pour abréger h = 6 • 

on trouvera 



Ç = — th -f- rj/( i + a h cos 0 + A*) 
k = ( c* -f- a c'r cos fl -f. »* ) m ^~V ; 

d où Ion voit que les trois quantités £ , m , le sont toujours réelles j 
il en sera de même du coefficient B , qu’on peut mettre sous 
la forme 

£ m’ — (a-f Qia'-t-fi-t-a*) t ‘m — » te* 

• m 1 -f- am'r cos8 ■+■ mr‘ • 

Quant aux coefficiens A et A', ils sont nécessairement imaginaires. 

Pour avoir plus facilement leur expression, soit A=i(P+Q v / t ) f 

A' = î(P — Q V \ — 0 , on trouvera que les quantités P et Q sont 




uvtcuumtes par les equauons 
P = , — — B 


, m(i —B) — a — < cos 8 


v rin 8 


os 8 / 

ïïfê V 
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Tous les coefficicns étant ainsi connus, on aura enfin l'intégrale 

n («) + p -Q/-' n(nO=- Bn (-»)-! F 

+ ?* arc Uu g (T+W 5 A '-'^> 


Cette intégrale ne suffit pas pour déterminer les deux fonctions 
fl (n) , n ( n ') j mais si on fait attention que le radical contenu dans 
la valeur de { peut être pris avec le signe — , et qu’ainsi il y a 
une seconde valeur de <Ç, savoir , 

Ç'= — th — 4 * a A cos fl-j-A*), 

on verra qu’il doit en résulter la seconde intégrale dont nous avons 
besoin. 

Si on désigne les nouvelles valeurs dem, A , B, P, Q par les 
mêmes lettres accentuées, on aura donc 


■ »V 


c* 


k (<4+ ac*r cos 0-f- >*).- 

w _ m' 1 — (a 4- Q, m'* -f- ( i -f- O r‘m- c‘:/ 
m'-’-t- a m'V cos S -f- m't* 

P' = , ‘ _B' 




Q' = 


et la seconde intégrale sera 


» >tr* 

m'( i — B') — a — Ç' cos 6 

• ''““V 5,n ô 




(» + P + B'), 

~v ' r 

^ > » ! ® v -.’ ^ t: 

.. ‘«M» > 


P 4 QV-, 


n(«) 


, P r — QV — i 


•>« 


•i 


***■■-&: 


n (n 1 ) Si . - B'n (— |?Ô— f F 

. • i. 


•M* 


, i yW «in èeos$ 

* + 17 F arclan g(TTÔ ^3 

„ ‘ jgjjtMn ^ ■•"y-’ - i -• — . -, - v 

II est visible maintenant que ces deux intégrales donnent les valeurs 
îles fonctions n(n), fl (n'), exprimées chacune au moyen des fonc- 
tions n( — /n) etlî( — wi').Donc en général toute fonction de troisième 
espèce dont le paramètre est imaginaire , peut s’exprimer par deux 
fonctions de la même espèce , dont les paramètres sont réels. 

Ce théorème résout pleinement la difficulté qu'on aurait pu élever 
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sur la division des fondions elliptiques en trois espèces , s’il n’eùt 
pas été constaté que les fonctions dont le paramètre est imaginaire , 
peuvent toujours sc réduire à celles dont le paramètre est réel. 

(109). Il faut maintenant entrer dans quelques détails sur les résul- 
tats de la solution précédente. 

J'observe d’abord que les paramètres — m , — m sont tous 
deux plus petits que l’unité , puisque d’après l’équation qui déter- 
mine £ . ou a 

, ™ — fro+cy - 

i m ■■ 1 . / . « 

# • 1 -f- j.v cos 8 + * 

En second lieu , si on substitue la valeur de £ dans l’équation 

m = -3- , on aura 
r* ’ 

m — c*= ac*A [ A - f- cos 0 — \/{\ 4- aA cos 0 + A*)] ; 

on aura semblablement 

ni— c* = a c'A [A -f cos 6 4- »/( » 4- aAcos 0 + A*)] ; 
et le produit de ces équations donne 

(m — c*) = — 4 c< A*sin*0 î 

donc on a toujours m<c* et m’> c*. Ainsi des deux paramètres 
— m, l’un appartient à la forme — c*sin*0, et l’autre à la 
forme — 1 4- A* sin* 0 , de sorte qu’on peut faire m = c* sin* A et 
m '— 1 — A’ sin'/a. ; on peut aussi déterminer directement- les angles A 
et /* par les formules 

sin A == — A -f- v/( 1 4- aA cos 0 4- A*) 

a c/i sin 8 

COS LL = -r — • 

“ b COS A 

Les valeurs correspondantes de A et A* étant 

A = ( e* 4" ac *'' cos 8 + »* ) 

k s= ( c* -f- ac*» cos 0 4- »* ) ( m ^î ~) . 
on voit que la première est négative et la seconde positive ; d’où il 
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Suit que l’expression réduite de toute fonctiou elliptique dont le 
paramètre est imaginaire , contiendra toujours un arc de cercle et 
un logarithme concurremment avec les deux fonctions n ( — m ) } 
fl( — m) et la fonction de première espèce F. 


(iio). Les formules géne'rales que nous venons de développer 
ne sont sujettes à aucune exception , mais il 11e sera pas inutile 
d’en faire l’application à quelques cas qui présentent des réductions 
remarquables. 

Soit d’abord > == c, on aura dans ce cas £’ = — 1, m = 1 , 
B' = o, Q'=o, P'= 3 , K=i -{-îc cos 0 + c*, et alors la for- 
mule ( r ) devient 


fl (n) + n (h) = F ■+■ —ry arc tang 


yv tang <p 


Ce résultat se déduirait immédiatement de la formule du n* 4G , 
puisqu’on a nn! =. c*. 

Les données pour former l’autre intégrale se trouvent par notre 
analyse comme il suit : 

_ c* 4- c cos 9 

* l -f* c COS tf 

/ c* 4- C CO» t y 

\l -+- C CO» v) 

, c* »in* il ( 1 -4- ac co» 8 -f- c* ) 

(1 + c co» S )* 

n- , _ 1 - - b ‘ 

Ç e (*c -H co» 8 ) 

P = O 

Q= — r^C*+ ccosfl )- 

Substituant tontes ces valeurs dans l’équation (<]') et faisant pour 

, . c tin 9 l/(i -4- aocos I 4- c* ) 

abroger s = ■ ■ V ,^ cco<é S on aura 

n(/f)]== . ■ - . n (— m) — ^ijF 

V/— 1 L ' J (l-f-C COS 6)(c-4-COsS) V ' C-f“COi8 

I > J / (l -H r *in» 0 ) A -f » «n 9 co s 9 \ 

‘ai ® \(i -f Çsin*?) û — • un £ cos p J' 

Ces deux équations donnent la valeur de fl (n) et celle de fl ( n ') 
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dans le cas assez général où l’on a n = c (cosô-f- p'— • i sin Ô) et 
n' — c ( cos ô — j/ — t sin 0). 

Si cependant on avait cos 8 = — c, il y aurait un changement à 
faire à la seconde équation; alors on aurait «i = o, et les deux 

termes — Bn ( — rn) — F de l'cquation {<]'), se réduiraient au 
seul — ou simplement — F ; de sorte que l'équation 

dont il s'agit deviendrait 


n («) — n («') = 


r V' / — 1 

r~ 


F-h 


l/— 1 i / A + c sin p co» 

2 b ® \A — c «in f coî ç/ ‘ 


on aurait en meme temps 

n (n) + n (»') = F -f- \ arc Ung - 9 . 


Ainsi dans le cas de « = — c’+ bc\/ — î , la fonction fl (n) se réduit 
indéfiniment à la première espèce. Mais quoique ce cas soit peut- 
être le plus simple de ceux où le paramètre est imagiuaire, on voit 
néanmoins que l’expression de la fonction IT (n) Contient à-la-fois un 
arc de cercle et un logarithme. 


(ni). Un autre cas mérite d’être examiné avec soin; c'est celui 
où l'on a 

n =* — i -f- b ( cos A -J- — i sin A ). 

Cette valeur donne t cos §= — i -f-i cos A, r sin 0= b sin A, d’où 
résulte 

»• = i — • ib cos A «(- b % 


a cos 9 î —b cos x* 

On a donc £ = •— thdznh, c’est-à-dire que les deux valeurs de £ 
sont £ = o , — — a th.' 

La valeur £=o donne m= o, ce qui fait la meme difficulté 
que dans le dernier cas de l'article précédent. Elle se résoudra de 
la même manière; car ayant alors fl ( — m)= — F, les deux termes 

— Bn ( — m) — ^ F se réduisent à — ^B+0 F ; or en sup- 
posant d’abord £ infiniment petit et ensuite nul , on trouvo 

B 
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| £* 

B 4-r = ^. D’ailleurs les substitutions donnent sans difficulté 

* * 

P = H(£_ cos *) 

Q o,b tin a 

* k = — ; 

on aura donc pour la première équation 

(b — cos A — y/ — i sin A)ri(/i) -f- (b — cosA-f. y / — i sinA)n(/»') 
= — +4 log + . 

b ab o \A — f sin ç cos $ / * 

et on peut remarquer que cette équation se déduirait immédiate- 
ment de la formule du n° 5i , en faisant n = — i _p. b cos A 
-t- b y/— i sin A ; car alors de l’équation de condition ( i ■+•«)( i—m) 
=f b 'y on déduirait i — m = b ( cos A — y/— i sin A) , et par con- 
séquent — m— 

Pour avoir la seconde équation , il faut continuer de fcire les 
substitutions dans les valeurs des coefficiens : elles donnent après 
beaucoup de réductions, les résultats suivans : 


r 

m' 

K 

B' 

iQ' 


i — b cos a 
c*» # 


(i — b cos a)* 
b‘. *»in*A 
( î — b cos A )* 

£ ( £ — COS A) 

i — b co» A 

ï* 

C b — cos a) ( î — b cos a) 
r* sin A 1 


cl la seconde équation devient 

[sin A + y/— i (A — cos A )] n (n) +[sin A — , (£_ cos n ^ 

= — b tléTl " ^ n(-W»’)-f- S i n A.F -f-T«w*anç'— -*l n A * in » COa » . 

i — o COB a b O (,_£ co»A— ;*sin s f)A * 
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Ainsi on connaîtra les fonctions n («), n («') par le moyen de la 
seule fonction de troisième espèccTt( — m). 

Si on avait cos X — b, les fm-mules trouvées s’accorderaient avec 
celles qu’o» a données dans l'article précédent pour le cas de 
cos fl = — c; et en effet dans les deux cas on a n = — c' + bc y — i . 

L’application de la formule précédente exige qu'on distingue soi- 
gneusement deux cas , selon que cos A est > b ou < b , aün d éva- 
luer convenablement l’arc de cercle Z dont la tangente est 


vb sin A fin 9 ens p 
( i — b c(w a — y* lin* p ) A* 

Soit i*. cos A >b, le dénominateur t — icosA — i*sin*9 sera 
positif pour toute valeur de 9 , puisqu'en faisant sin 9 = i , il se 
réduit à b (cos A — b), quantité positive. Alors l’arc Z n’augmente 
que jusqu’à un certain terme qui est son maximum , après quoi il 
diminue, devient xéro , puis négatif. Ainsi un mobile qui décrirait 
l’arc Z pendant que 9 croit uniformément , ferait des oscillations 
autour du poiul de départ où ? = o, et ne s'en écarterait de part 
et d'autre que d'une quantité déterminée par la valeur tang 9 = 

L’arc Z s’évanouira donc lorsqu’on aura f = iir, 

9 = i r , etc. 

Soit a”, cos A‘< b , alors le dénominateur î — icosA — i’sin'9 

,, . . . j— èeo» » . „ b{l— — ens*) 

s'évanouit lorsque sm 9 = — , cas ou 1 on a cos 9 = — - — - — , 

de sorte que celte valeur de 9 ®*t réelle et < 3 K. Dans ce point 
l’arc Z qui a une tangente infinie , est égal à j ne. : il augmente 
ensuite continuellement avec l’angle 9 , et lorsque 9 = î ir , on a 
Z = ir. 

On commettrait donc une erreur dans l’application de la formule , 
si en faisant 9 = j ir , on prenait Z = O. La valeur Z = o n’a 
lieu que lorsque cos A > b , mais si l’on a cos À<li, il faudra 
prendre Z = if. 

(11a). 1! est très-remarquable que dans le cas d’un paramètre 
imaginaire de la forme n = — 1 -f-£(cosA -|- y/ — 1 sin A), la trans- 
formation dont on a fait usage pour les approximations ( art. 84 } j 
conduit immédiatement à la réduction de la fonction fl (n). 
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En effet , d'après cette valeur de n, les formules de l’article cité 
donneut 


«• = 


»* 

(7+7/ ; 


et puisque le nouveau paramètre n° est réel, la solution est douuée 
immédiatement par la première transformée 


n(») 

où l'on a 


i+r» 


[pi v+ 9 r+g-J T 


d?' co* *• ~| 

+ n° «in* e“_l ’ 


p = [ sin X •+ y/ — i ( cos X — A)] 

1 = ^7 [ cos *• ~ b — V— 1 sin >•] 


f^r n — ~W cos X -+ y/— » siu X}. 

La valeur de n (n) exprimée en fonction de n% c‘, <p°, est donc 
n W = (cos X — b — y/ — I sin *)F(c», ?>’) 


4- (TTiT? (« *+ (cos a- *) v/~ i)n (/»% c 

+ 4Î7 lo S { v+b-T^ jO- 

D’où l’on voit que la fonction n ( n ) dont le paramètre est imagi- 
naire , se réduit immédiatement à la fonction FI («’, c°, tp ”) dont le 
paramètre est réel , et qui se rapporte au second cas de l’article 5o , 
puisqu’on a n° = — i +- ê**cos* j X. 

Connaissant la valeur de 17 (h) , on aura en même temps celle de 
17 («') en changeant dans la formule précédente le signe de 1 / — i . 
Si l’on veut comparer ces deux solutions, et qu’à cet effet on 
substitue les valeurs qui viennent d’être trouvées pour fl (/i) et 
17 («’) daus la première formule du numéro précédent , on verra 
aisément , d’après les relations connues entre les amplitudes <p cl 
que celte équation devicut identique. 

Il n'en sera pas de même si les substitutions sont faites dans la 
seconde équation. On tombe alors sur une équation entre les fonc- 
tions fl ( n° , £■*, î>*) , fl( — m , c , f), qui c?t vraie sans doute, mais qui 
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n’est pas identique. Cette équation est 

n (*•, «•, n C- «0 + ~ H ' , f) 

+ (i 4- /) i . Lt lin A sine co« p 

v , ' arc tanc ; r , - .- t -t- 

a6 Mn a O (i — b cos A — r sm ’p ) A 

Pour la vérifier, au moins dans un cas particulier , soit cos A = b , 
on aura sin A = c , v = c , et cette* équation devient 

n(«0==Hr F (*>^ +i ïr arc 


mais on a dans ce même cas n" — — h ÿ = — = — c ’i 

donc la formule du n” 46 s’applique à la fonction n ( »’ ) et 
donne 


( 1 — c° ) tang & 


n (n«) = : F” + TFir? - ) arc tang ^ 


on a de plus F (c , <p) = F" = ~~ b F 3 ; donc pour que les 

deux valeurs de fl (n°) s’accordent entre elles, il faut qu’on ait 


/t tane «\ , , (1— c“)tan2Ç* 

•. arc tang ( — ^ — ) — ï arc tang — , 

équation qui a lieu en effet d’après les relations connues entre 
f et (art. 58 ,. 

(11 5 ). Pour comparer encore mieux nos deux solutions, cher- 
chons par l’une et l’autre méthode, la valeur de la fonction com- 
plète IT (n). Dans ce cas on a r, <P’=ir; et comme en général 

F (c, <p) = ■i-i-- F(c% <p’) , il faudra faire F(c% r) = 7-^77 F’ (c) 
= ( i-f-i) F’ (c). Substituant ces valeurs dans la formule du numéro 
précédent, on aura * 

IT (n) = (cos A — b — {/ — 1 sin A) F’ (c) 

+ ( sin À + (cos A— A) 1 ) n («% c% * 

Il s’agit maintenant d’aYoir la valeur de fl («% c°,-x) qui est la même 
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que alT («% c°) ; celle-ci se trouvera parla formule de l'art, ioi , 
parce que '»• peut être mis sous la forme «“=: — 1 -\-b" sin8’, en 
faisant 8 = j ( 'Jt — X) ; on aura donc 


n ‘ («% c °)— F’Cc") 


A (6°, 8) 

b ,J a in 0 cos 6 


[ i tt-)-F'(c“) F {b-, 6)— E'(c”)F(/<% 9) 
— F'(c°)E(i' > , 6)]. 


Or par les formules copnues on a F* (c“) = F 1 (c) , E 1 (c*) 
= F ‘ (c) + -j- E’fc); d’un autre côté on a aussi A (b°, 0) = 

, 4b « a( 4“,9) sfi + i) i 

(i^HO b sw0 cos fl aodiQA 7 


<*•» «O-T F ' M+ < inSf[i*+35 F ’ M F (*•. •) 


(»+») 


7x4 E 1 (c)Ê(i% 6 ) — (-— )e ' (e)E(&*, 0)1. 


Il faut maintenant ramener les fonctions F (ô% 6),E(i%6)à un 
module plus petit qui se déduira de b" suivant la même loi que c* 
se réduit de c. Mais, si l’on n’y prenait garde, la notation pourrait 
'induire en ertÿur. En effet,. la quantité b‘ n’entre dans la formule . 
précédente que comme complément du module e% et non comme 
une quantité déduite de b par la même loi que c* est déduit de c. 

Cette loi exige que c° soit plus petit que c, au lieu quefr 1 , complément 
de c‘, est plus grand que b. . 

Pour éviter donc toute méprise qui pourrait venir de cette source , ' 
nous ferons b° = C , et nous désignerons par B le complément' de C : 
de sorte qu’on aura B = c*. Maintenant il firnt exprimer F(.C, 8) et 
E(C , 8) par le moyen de F ( C% SQ^t E (G% 8°) , ce qui se fera 
par les formules des art. 6o , 6i , et en observant que la loi des . 

modules décroissans donne C* = ^2 = = b , on aura de * { 

cette manière les valeurs ' • 

. F(C,8) = i±£F(C%8«)=^F(i,6’) 

E ( C , 0) = — BF (C , 8 ) •+- i±5 E (C° } 8’) + sin S* 
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A l’égard de 6°, cet angle se déduit défi par la formule tang (9*— S) 
— B tang 6= tang 8, qui donne 


n* _ «in n ® _ »in a 
è-f- cota) b — co« A 


sin A 


où il faut observer qu’on devra faire 6’ < J -T si on a cos X < b, et 
6° > ; k si on a cos X > b. 

Cela posé, en faisant toutes les substitutions, il viendra 


Î11^ = -;F , ( C )+ [> + F’(c)F(*, 0”) E'£c) F (h, 6*) 


4b 

Donc enfin la fonction complète 

i — b roj A' 


— F'(c)E(é,6')]. 


n l (t.)=iF'( C )-(' ~ a ^ ) (i-cosX+v/— i sinA)F'(c) 

-^»inA+(co»A— tQy/— i [^._^- F ,( c ) F ^,Qq) — E'( c)F (&, 0=) 
. — F'(0 E(A, 0“)]. 


Pour avoir la valeur de celte même fonction par les formules de 
l’art, il i , il faudra d’abord mettre m' sous la forme T — ê’sin’^, et 
chercher ensuite la valeur de IT ( — ni') parla formule de l’art, ioi ; 
on observera d’ailleurs que les angles 4 et 6° ont entre eux la 
relation i = ctang4' tang8*,d’où résulte F(A,>(,)-f-F(ê,0‘ , )=F l (i), 
E(è, 4)“f- E (b, 0°) r=E‘(i) -+- i’sin -v}. sin 0”. La substitution étant 
donc faite, on trouvera après les réductions, la même valeur den r («) 
que la précédente, ce qui prouve l’accord des deux méthodes. 


(u4). Puisque toute fonction elliptique de troisième espèce dont 
le paramètre est imaginaire, peut se réduire à deux fonctions de la 
même espèce dont le paramètre est réel, il s’ensuit : 

Que toute fonction complète de troisième espèce dont le pa- 
ramètre est imaginaire, peut toujours se réduire aux fonctions ellip- 
tiques de la première et de la seconde espèce. 

a’. Que toute fonction de cette sorte non-complète, mais dont 
l'amplitude <p est telle qu’on ait F (c, p) = k¥‘ (c) , k élaut un 
nombre rationnel, pourra également s'exprimer par des fonctions 
de la première et de la seconde espèce. 
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3*. Que toute fonction I7(n) dont le paramètre est imaginaire, 
pourra se réduire indéfiniment à la première espèce, si l’on peut 
satisfaire en meme temps aux deux conditions nécessaires pour que 
les fonctions auxiliaires n ( — ni) , 17 ( — tri) soient susceptibles d'une 
semblable réduction. On a déjà vu un exemple de ces réductions 
(art. ioq) et il serait facile d’en produire beaucoup d’autres. 

D'un symptôme général pour reconnaître si deux fonctions 
données de troisième espèce , qui ne diffèrent que par les 
paramètres , peuvent se réduire l’une à l’autre. 

(i i5). Nous avons admis trois formes dans les paramètres, savoir, 
n=cot’9,n = — 1 4-ê*sin* 8 , n — — c*sin*6; et nous avons lait 
voir que toute fonction qui se rapporte à la première forme , peut 
être convertie en une fonction qui se rapporte à la seconde forme, 
et réciproquement. Celle conversion se fait par la formule du n’ 5i , 
et sans rien changer aux deux autres élémens de chaque fonction , 
qui sont le module c et l’amplitude f. Mais une fonction dont le 
paramètre appartient à la troisième forme, ne peut jamais être réduite 
qu’à une fonction dont le paramètre est de la même forme. C’est 
pourquoi nous nous bornerons à comparer successivement , pour 
les trois formes du paramètre , deux fonctions qui se rapportent à 
une même forme. 

Soit i°. n — col* 0 ; la formule (Ji) du n° q5 prouve que la fonc- 
tion 17 (col* 0 , c, f) peut se réduire à la fonction 17 (ê*tang*ip, b y 0) 
qui diflère de la première par ses trois élémens. Semblablement la 
fonction n(col*A, c , fi) pourra se réduire à la fonction n(ê*tang*(p, b t A); 
mais les fonctions n(ô*tang*p , b , 0) , n(ê*tang*p, b. A) qui ne 
diffèrent qne par l'amplitude, peuvent se comparer entre elles et 
avec la fonction complète 77' (À'tang'p, A), d'une infinité de ma- 
nières par les formules des n" 53 et 5j. Supposons en général qu’on 
ait l'équation t 

♦ . iF(i, X)zkkF(b,6)=fF'(b), 

i t k , l étant des nombres entiers ; alors il s’ensuivra par les prin- 
cipes connus, 

i 17 (i’tang*^ , h, A) =bÀn(A*tang’p, b, 6)=rtT (i*tang* 0 , b) -f- W, 
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TV étant une quantité déterminable par ares de cercle. Mais la fonc- 
tion complète de troisième espèce fl* (A*tang*p, b ) est réductible 
aux fonctions delà première et de la seconde espèce ; donc l'équation 
précédente donne le moyen de réduire l'une à l'autre les deux 
fonctions II [b' tang*$ ,b, A) , n (A*tang*p, b, 8), Donc en général 
lés deux fonctions n (col* 8 , c, <p) , fl (cot’A, c , if) pourront se ré- 
duire l’une à l’autre, si les angles 6 et A des paramètres sont tels 
qu'on ail i F ( h , A ) ± AF (b, 0) = /F'(/>), i, k, l étant des nombres 
entiers à volonté. 

Soit 2 ’. n = — i -f- è’siu* 0 , la fonction n(«,c,f) pourra se 
réduire à la fonction n (i'tang’f , b, 8) par la formule du n* toi. 

De même si l'on a ri = — i -f- Z>* sin*A , la fonction c, $) 

pourra se réduire à la fonction n(A‘tang*$, b , A). Mais on verra, 
comme dans le cas précédent, que les deux fonctions H (i'tang'f , b, 8), 
n (6*tang*if, b. A), peuvent se réduire l’une à l’autre, si les angles 
6 et A , déduits des paramètres n et ri, sont tels qu’on ait «F ( b , A ) 
ri: AF ( b , 8) — /F’ (b) , k , i , t étant des entiers. Donc cette condi- 
tion ayant lieu, il sera toujours possible de réduire l’une à l’autre les 
deux fonctions 11 (n,.c , <p),U(ri, c, f ). 

Soit 3’. = — c*sin*8, la fonction fl( — c’ sin*8 , c, Q) pourra 

sc réduire à la fonction Il(~ c* sin* , c, 8) par la formule du n“g4; 
semblablement la fonction n( — c’sin* A , c , f) pourra se réduire à la 
fonction n ( — c* sin* < p , c, A). Supposons qu’entre les angles 8 et A, 
déduits des paramètres , on ait la relation i F (c, A)±AF(c, 0)=fF’(c), 
i, k, l étant des entiers; alors on aura parles principes connus, 

- ifl ( — c*sin*<p,c, A)±An ( — c*sin‘f , c, 8 )=/IT ( — c’sin’f, c)-j-W, 

W étant une quantité déterminable par logarithmes. Donc la fonc- 
tion n( — c* sin* <p , c , A) pourra être exprimée par la fonction 
fl( — c* sin*<f , c, 8) , et réciproquement. Donc en général, si la 
condition mentionnée ajicu, les deux fonctions n(— e*sin*fl, c, f), 

FI ( — c* sin*A, c , ç ) seront réductibles l’une à l’autre. 

On voit directement un exemple de cette réduction dans la for- 
mule du n* 5a. Mais le symptôme général que nous ventes de 
donner , donne les moyens de multiplier a l’infini ces sortes de 
comparaisons, et prouve que toute fonction donnée de troisième 
espèce peut tire transformée eu une induite d’autres qui n’ca diffé- 
reront que par le paramètre. 

• _ - La * 
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La formule du n s> 4^> qui est la plus simple et la plus remar- 
quable des formules de comparaison, est comprise dans le symptôme 
général donné pour les deux premières formes, puisqu’en faisant 

7j = cot*0 et — = col* A, on a entre les angles 0 et A , la relation 
c tang 0 tang A = i , d’où résulte F (& , 0) -+- F( b, A) = F' (b). 

La même formule servirait à comparer les deux fonctions 
n( — i-f-&*sin*0), n (— -i-f-A'siu*/); car en faisant n — — :-|-i*sin*0, 

- — — i -f- b' sin* A, il en résulte encore c tang 0 tang A = i. 


Exemple (P une transformation particulière de Jonctions 
elliptiques de la première et de la seconde espèce. 

(iiG). Deux fonctions elliptiques de la première espèce peuvent 
être transformées l’une dans l’autre, si leurs modules appartiennent 
à une même suite ou échelle. ...c*, c', c , c*, c°°, etc. formée suivant la 
loi connue. Cette propriété s’étend aux fonctions de là seconde et de 
la troisième espèce , pourvu qu’elles soient jointes à une fonction 
de la première espèce, dont le coefficient puisse changer à volonté. 
Mais si fts modules des deux fonctions comparées ne sont pas 
compris dans la suite dont il s’agit, U y a très-peu de cas où la 
réduction d'une fonction à l'autre soit possible ; nous ne connais- 
sons qu’un seul exemple où la réduction indéfinie ait lieu entre 
deux fonctions dont les modules sont complémens l’un et l’autre , et 
c’est cet exemple que nous allons développer. 

i = / ; qui doit être intégrée depuis 


Considérons la formule R : 


J 


-*’) J 


z=o;jefaisi — , çe qui donne s J = — ju 5 )> 

et j’ai la transformée 

r _ C du 

J >)’ 

Soit m — ^4 , et mu = t ‘ — i , on aura pour seconde transformée 

p a r dt 

mj 5)’ 

ai ‘ • 
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, ^ qX |/3 « 

Enfin soit n = y' d , t = « tang î p , c* = — -p- , on aura pour troi- 
sième transformée 

R = à /y s= S p s = sr < F ('.’ *) + c >- 

Pour déterminer la constante, soit s= o, on aurau=o, r = i ; et 
si l’on fait tang J X = ^ , ou aura <p == A , de sorte que l’intégrale 
cherchée sera 

R = ^F( tf ’*)- F (*>*)]■ 

Si nous prenons un second angle pt tel que b tang /a tang A = i , afin 
qu’on ail F(e, A)-f-F (c,/4) = F'(c) , il en résultera tangue = J- col A 
= i . ” ~ 1 = ~ = Cette valeur est celle qui pour le 

module c donne F( c, /*) = j F 1 (c) ; donc F (c, A ) = § F'( c ) , 
et enfin 

R=^ r [F('’,<P)-!F’W]- 

L’intégrale entière prise jusqu’à : = i se trouvera en faisant ?=r, 
et sa valeur sera ^ J 

R'= — .4 F'(c). 

nin J ' / 

% 

(117). Faisons maintenant usage d'une autre transformation pour 
avoir la valeur de R. Soit ÿ( 1 — a J )=r 1 — -, ce qui donne 

(j 1 — 1 ) s* -f- = 3 /‘, s = y ~- . ; on aura d’abord 

R = (~ — , et achevant la substitution , on trouve 

R= 1/3 *yVc4y s — » )' 

Soit maintenant mjr = 1 -J- x *, on aura 

n an* C — ttr 

m J S-r* + 3)* 

Soit enfin x — n cot j a , et b' = 


on aura pour dernière 
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transformée 

R =;/K^=i r (‘.")' 

Il n’y a pas de constante à ajouter , parce qu’en faisant z — o, on 
a successivement .y- = ce , s = os, a> = o. 

Si on fait 2 =i pour avoir l’intégrale complète ou définie , on 
aura^- = i , x*= m — i , cot ^ a> = ‘ Mais l’angle S déter- 
miné par l’équation cot | 6 = v/ ^ m ~ est tel qu’on a ¥ (b, 0) 

= !*■(*).. 

En effet nous avons trouvé par les formules de la trisection 
(art. 34) que pour le module £ = i /( 2 — ÿ 3), on satisfait à 

1 equalion'F(Æ, F' (i), en prenant cos y = (m — 1 ) J \ ~ ^ ; 

soit m — 1 = n‘r , on aura cos j. = /»r|/(a ■+•«*), et sin y = 
l/(i — 2 n‘r“ — bV*). Mais l’équation m = 1 étant élevée au 

cul)c,donne i=nV4-BV*-f-nV;donc 1 — anV — n*i*ssn‘(r — az^-f-a/-’)., 

et par conséquent sin 5. = 71(1 — r ) \ r , tang y = — s 0 ;t J* 

l/r(a+n’) 

l’angle qui donne F(i, <f)+F(i,j.) =F' (A), ouF(£, <f)=§F'(Z') J 
on aura c tang <f tang y = 1 ; donc tang / = ^ — = ’lVj , 

et tang j «f = t/r= — — • Cette valeur étant celle de cot ■; 0, il 

s'ensuit qu’on a ou 0 = ir — cf, donc F ( b, fl ) 

= aF' (5) — f F’(é) = * ¥' (b). Donc enfin 

R‘=£-|F’CA). 

Comparant les deux valeurs trouvées pour R', on en tire 

F 1 (c) = n*F'(A)= v/3F‘(/z), 

ce que nous avons déjà trouvé ( n" 4* )• 

Et si l'on compare les deux valeurs de R , on aura , quel que soit 
ç , celte formule générale de réduction entre deux fonctions de diffé- 
rens modules 

F(c,<p)-5F’(c)= v /3F(A, a ). 
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Quant à la relation entre les angles a et $ , on peut la déduire de 
l'analyse précédente, et il eu résulte 


tang i 


n 9 in î ( b) a») -f- co* 5 j » 

n cos (b t a » ) — àin 3 ^ • 


Ainsi la simple substitution de cette valeur dans l’intégrale 

/ —r , — r , doit la transformer en «* C A " y - . . et c'est ce 

V/(i — r*sm’e)’ J V'C* — a «n*») ' 

qu’on peut aisément vérifier. 

La fonction F(e, p) s'exprime donc au moyen de la fonction 
F (A, u ) et de la fonction complète F'(A) ; car on déduit des équa- 
tions précédentes, 

F(c,*)=/3[F(A,.) + !F'(J)]. 


On peut ensuite réduire le second membre à une seule fonction; car 
ayant déjà F(A, ef) = y F' fi) , si l'on prend un angle 4* ,e l < F ,e 
F (A , 4 ) = F ( A, a») -f- F (A , J), ce qui se fera par les formules de 
l’art. 18 , on aura 

F(c,<p)=»/5F(A,4); 

de sorte que les fonctions F(c , $), F(A , 4 ) dont les modules sont 
complémens l'un de l’autre , seront toujours entre elles dans un 
rapport constant. 

On peut d'ailleurs avoir immédiatement la valeur de tang £ p 
exprimée eu fonction de 4 > il su Hit pour cela de substituer dans 
la valeur déjà trouvée de tang jp, celles de tang £w et A (A, a) 
qui sont 

. *in 4A( A, /) — sin /A (A , 4) 

tang i (ü = — . ; r 

° CO» 4 + cos * 

f . . A(A,4) A(/>, A*sin 4*ia ^eo» 4 eo* ^ 

■ 

cl cette substitution n’offre aucune difficulté. 


(i j 8). Cherchons maintenant la valeur de la fonction de seconde 
espèce E(c , p) exprimée par la fonction E(A,a>), ou, s'il est né- 
cessaire, par les deux fonctions E(A, et) ,F(A, u). Le moyen qui 
se’ présente naturellement est de substituer la valeur connue de 
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tang ; p en fonction de c* dans l'intégrale /Adp ; et comme on a 

/Ai/p = Ç -ç ( i — c*sin*p)= / £(lr“ a -) C 1 — c*sin'ç), la substitution ne 
resterait à faire que dans le facteur i — c*sin J <p; or on trouve 


V/ ( i — c'sin’p) 


(i + i («’ — 0 pin'«) A (b, a)— >in » cos ■» 

i -J- n“— 5 /i*sin*»+n sia a cos » .a (A , «) 


Mais on voit que le résultat de la substitution sera fort compliqué , 
et que si l'intégration n’offre pas des réductions inattendues et 
difficiles à apercevoir, il entrera nécessairement des fonctions de 
troisième espèce dans l’expression de E (c , ^) , ce qui rendrait celte 
transformation illusoire. 

Il parait donc nécessaire de suivre une autre roule pour arriver 
au but qu’on se propose. Pour cet effet , considérons la formule 
intégrale 


/ ' xdx 

I/O-* 5 ) ‘ 


si on fait i — a^= , on aura x* = — j u~ * -f- i -f-i u ~ ’) , 

T=/r'üVfr=— ~ — / au . t/^i+7) - Mais l’intégration par par- 
ties donn l/(4« 3 + 0 +/j 


audu 


VW u ’-f- O 


Donc 


rp 0 1 r udu 

an J\/(W+ 0‘ 


Tout se réduit donc à trouver l’intégrale V = 
soit #i 3 = 4 et mu=. t ' — i , on aura 


h 


utlu 


v / W‘*’+ 0 


. Pour cela 


V _ ± f («’—■)<*< 

— m'J v/(f— 3t»+ï)’ 

Soit encore n* = 3 , f = n tang ± <?>, c = i {/(i+ t/3), et la trans- 
formée sera 


y _ J_ f ( nHan X’i*— _ _2_ r_dî_ / V-H\ F , . 

m‘«J y(i— r“sin*f) Aco»*£<p \ m*n / * ' C » * /• 

Mais on a — a* tang iç + aF (c, p) — aE (c, « ) ; donc 
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V= jjj; [ A tang J p 4 *“~r , F( c > p)—‘E(e, ^)] , ■ 
et l'intégrale cherchée 

T = V^M-O— ■ — a tang i ? + F + —, E + const. 

11 faut déterminer la constante de manière que l’intégrale s'éva- 
nouisse lorsque x = o : alors u = o, t = l , tang î ? = - , ^ = 

F (c, <p) =F (c, A)= | F'(c), E (c,A)= JE' ‘‘""g -— (a - 

=*£'(«)+“ , A tang i ? = ^^3. Donc on a 

ou pour tout exprimer en fonction de <p : 

„ . . n(n*+OA»inie— c<w ;e /"* —, '\rP aS ■ ITiAAl 

T=|mcos T y. nW . f _ C0 ,.Iy nin J 1 * s 1 

4 -^.P E(c,*)-iE'(c)]. 

Lorsque n- = 1 , on a <p = * , et cette valeur devient 

T'=^[E'(0-(~)F'(c)]. 

Or par une propriété des fonctions F 1 (c), E’ (c), qui a été démon- 
trée n° 39, on a E 1 (c) — F’ (c) = ^73 î donc 

Tl “ W 

1 an * F‘(c)‘ 

(1 19). Intégrons maintenant par un autre procédé la formule pro- 
posée T se C e* soit- comme ci-dessus y'C 1 — •*’)— 1 ~~Z • 
J ^/(l— |T*) J 
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la transformée sera 

• t — 2^! C y ' dy — rMi±±m 

a J (/- 0* Ë( ty— 0 J (y 1 — •)* 

Cette transformée parait au premier coup d'œil beaucoup plus com- 
posée que celle qui est résultée de la première méthode; et il semble 
qu'on ne peut éviter d’introduire dans l’intégrale des fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce , même de celles dont le paramètre est 
imaginaire. Mais ces craintes se dissipent en continuant le calcul qui 
offre des réductions très-heureuses. 

T observe d'abord que la partie rationnelle s’intégre algébrique- 
ment et qu’on a 

f ¥y('-Kv ! ) _ a .r* 

J (y 1 —)* * ‘y— 1 


Ensuite si on fait Z : 


■ - t on aura par la différentiation, 


dom 


,/7 _ *y J y py' f/ y 

vùy — o (y— *)* v^(^y‘ — o’ 

r _. i r y J y _ 7 

J (/-O* t/Ob^Ô — 5 J t/(4/- o 5 u - 

■Par ces diverses réductions on obtient 

t — ./a r yr * y V* i ; y* 

~~ v J V(.4y ->) a * y'-i -T'-f-i 

Tout se réduit donc à trouver l’intégrale U —J ' ^ î or l’on 

fait comme ci-dessus my= i + i>‘, on aura 

TT__m r rfv(l- t-t' ) $ 

» J i/(v'+sv43)' 

Si ensuite on lait v= n cot ÿ t » , et b = £ y/(a — j/3), on aura 
U m Pdv (i+n*cot*î ») 

4nJ ■ A (A, ») ’ 

OU 

.. mn r dt* /n* — 1\ f ita 

~~~ 4 J sin“ A* W \ 4» J J A(A,«f>’ 
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el en appliquant les formules connues, on a enfin 

U = ^ [E (*,.) + cot i »A(t , {b, et). 

Maintenant si dans l'équation T = Uj/3 — jx , on substitue la 
valeur de U et celle deyar en fonction de ai , on aura l'intégrale 
cherchée 


msin£« (4 — an*)cos' 7 »— 3(q — n*)cns*;« — 1 +n , îin ! «cos' vA(è,«) 
7a " ncoaj'A (i,») 4- un 1 j» * 

intégrale où il n’y a pas de constante à ajouter , parce qu’elle s’éva- 
nouit lorsque ai =o. 

Pour avoir la valeur de l’intégrale complète T‘, soit a> = 0, on aura 
comme ci-dessus F (£, a>) = *F'(£) , E (i , «) = j E’ (b)~\-W, et on 

trouve AV = — j sin «f siu y (a — sin y) = — t sin’ef ; donc 

T’ = ^ [E’ (b) - (=£I)F ’(i)] -I- [AV + cot \ fi 4 (*, 0)^- 

Mais par les valeurs déjà trouvées, on a cot J0=\/r, Ær(J, 9) 
= , * , siu «f = sin y= 1 — cos <f = ; d’ailleurs les 

"(•-HOl/r* l + r *+ r 

relations entre m, », r donnent m= i + «V , »* = ^ . 

/y,= 3 ^ 1 — . i /;• = n ( i — r* ). Substituant toutes ces valeurs en 

1 -f-r* * K a ' / 

fonctions de r dans la partie algébrique de T', et observant encore 
qu’on a o = i — qr'+Sr 4 — 3r 6 , on trouve que cette partie se réduit 
à zéro , de sorte qu’on a simplement 

% = îi[E’(6)-(^i)ï-(ô)]. 

Comparant cette valeur avec celle qui a été trouvée par l'autre mé- 
thode , il en résulte l'équation 

ipj-f'ffllB't*)-®»'™, 

qui s'accorde avec la formule de l’art. 4 1 * 

Nous 


Digitized by Google 


DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 1G9 

Nous obtenons ainsi sur les fonctions définies F'(c),F'(A), 
E'(c) , E' (b) , les mêmes rapports que nous avons déjà obtenus par 
une voie plus simple. Quant aux fonctions indéfinies F(c, $) , 
F (b, et) , E(c,<p),E(A,ùi), elles ont entre elles les relations 
comprises dans les deux équations 

™[E («,*)- *£■(*)]- (^1) [ F (c , <p) - î F • Ce)] + * 
*=T E ( i '")-T^ +, )F( f > # ) + n . 

d 1 et fl étant des fonctions algébriques connues, l’une de sin | p , 
l’autre de sin j &>; d’où l’on voit que les fonctions F(c, <p ) , E (c, ®) 
relatives au module c , peuvent s’exprimer indéfiniment par les 

fonctions F( b, et), E (4, u ) , relatives au module complémentaire b. 

. îr-IU .js sa - .'.'.-. . 

j Des séries qui donnent , sans transformations , les valeurs 
approchées des fonctions elliptiques. 

(i 20). Il peut être necessaire dans plusieurs cas, surtout dans 
les problèmes de mécanique, d’exprimer par la seule variable p les 
Fonctions elliptiques dont ces problèmes dépendent. Alors le déve- 
loppement se fera de la manière connue ; mais les méthodes pré- 
cédentes serviront toujours à simplifier beaucoup la détermination 
des coefliciens. % 

Considérons d’abord la fonction F = et supposons = 

A — aB cos ap -j- 4C cos 4 P — 6D cos &p -+• etc. , afin qu’il en 
résulte 

F — Ap — ■ B sin ap -J- C sin 4 P — D sin 6 p -f- etc. 

Il s’agit d’avoir le plus simplement qu’il est possible , les valeurs des 
coetliciens A , B , C, etc. Or par un premier développement on a 

i- = 1 + i c*sin , «rf- ^sin 4 ^ *+• - c s siu*<p -{- etc. 

Menant ‘ensuite au lieu des puissances des siuus, leurs valeurs en 

22 

* 
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cosinus linéaires , on trouve une suite «le la forme suppose'e , dont 
les coefficiens sont aises à déduire les uns des autres. On a d'abord 
le premier 

* , >* . « i*.3* . . l'.S'.S* , . i*.3 , .5‘.7* ... 

A = i+-.e , +;rÿC < -H c + - 4 . b , e» + etc. 

Je le représente par 

A = « -f- me' -f- n’c* -f- etc. ; 

les autres seront successivement 

B = m’e* -1- ° m’e* -+• ^ m*c‘ -f* j iji'*c' + etc. 

C = \ . 1 • ^ «V + § • 75 "‘"c' + etc. 

D = \ . \ . 4 nfc* -f. i . i- . i- m" 'c* + etc. 

4 io 18 1 5 ta ai 1 

E= < S. i. S 

5 la at 3a ' 

etc. 


En général la n 1 "" des «piantités C,D, E, etc., se déduira de la 
précédente , en omettant son premier terme, et multipliaut les termes 

suivansparceutdelasuite^— _^-__ >c tc. 

On pourra donc par ccs suites, trouver les valeurs de A, B, C, etc. , 
si le module c est une quantité assez petite; mais lorsque c diflere 
peu de l'unité , tl faudrait calculer un grand nombre de termes pour 
n’avoir qu'une médiocre approximation. 

(■at). La valeur de — étant multipliée successivement par dp, 

dp cos 2 p , dp cos 4? j etc. , puis intégrée depuis p = o jusqu’à 
p = j n , on aura 

A fd* „ T r df cot 19 

A 'à J A ’ a J A » 

»C-; -/*?*. 5D.;=>-^î, eic. 

Ainsi chaque coefficient peut se déterminer en parliculieh par une 
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intégrale definie , et toutes ces intégrales ne dépendent que des 
deux fonctions F*, E‘, qu'on sait évaluer dans tous les cas, avec toute 
la précision nécessaire. 

Les deux premiers A et B sont ceux qu’il importe de déterminer 
avec le plus de précision ; ils sAtrouvent par les formules ^ A = F’ 
et ^ B= p (F‘ — E') — F', et si on substitue pour F' et E‘ leurs 
valeurs données n°* G 5 et 77, on aura 


A 

B 

A 


»V/c° a t/c" _ at/<f" ctc 

c * c* ’ c" 


c* , cV* , c*c~c*~ 
a ' 4 ' » 


■+• etc. 




Ces deux premiers coefüciens étant trouvés , on peut en déduire 
tous les autres ; car en différenliant l'équation = A-*- aB cos 2? 
4- 4C cos / t <p — etc., on a 


— r°~ 4 P g j Qa< p — i 6 Csin 4 ? + 56Dsin6? — etc. 

Multipliant le premier membre par , et le second par la quantité 

équivalente p — 1 -f- cos ap; multipliant de même par sin a$>, les 

deux membres de l’équation = A — aB cos a? + 4 C cos 4? — etc., 

comparant les deux produits , et réduisant tous les termes en sinus 
linéaires, on trouvera 

a.5C= 4 B (£-.)- A 

3.5D = iGC 1 ) — i.3B 

4 . 7 E s= 36D (£— «) — a-5C 

5.9F = 64 E(£— .) — 3.7D 
etc. 

En général , si A* désigne le terme de la suite B , C , D , 
E , etc. , on aura 
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>7» 


n (an — 1 ) A*= (an - a)* A— (£ - i) - («-a) (an - 3) A— « 


c’est la loi suivant laquelle chaque coellicient, à compter de D, peut 
se déduire des deux précédons. Le^oefficient C , excepté de la loi 

générale, se détermine par l’équation CG = 4B (rr “ — A , ou 

plus directement par la formule 


GC 

A 


= c“(i 


c"c*“ 






8 + * lC ) 
•+• etc.). 


Lorsque c est fort près de l'unité, on déterminera E' et F' par les 
formules qui conviennent à ce cas , on en déduira les coefficiens A 

et B par les formules ^ A = F‘, - B = — (F 1 — E') — F', on calcu- 
lera ensuite C par l’équation GC — 4® — i) — A ; les autres 

se déduiront .chacun des deux précédens par la loi générale que 
nous avons exposée; et cette loi sera d’une application d’autant plus 

sûre, que le facteur ^ — i se trouvera, dans le cas dont il s’agit , 

peu différent de l’unité. 


(iaa). Les fonctions elliptiques de la seconde espèce pourrontse 
développer de la même manière. En effet , si on considère généra- 
lement la fonction G = /(a + £ sin*<p) ^ , ou, ce qui revient au 

même , G =/(*'■+■ 6' cos ap ) ~ , les formules précédentes don- 
neront 

G= «'[Ap — B sin ap-j-Csin4P — D sinfxp-f-elc.] 

— 6 sin 4P — n ^P~f~ e tc • 3 

Ainsi ce développement ne présente aucune difficulté nouvelle , 
èt s’exécute par les mêmes cocfficiens que celui des fonctions de la 
première espèce. 

On peut traiter de même les fonctions de la troisième espèce. 
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En effet, soit n = / (l + w *. y j â * sl oa su PP ose 

Il = Mip — N sin 29 -f- P sin 49 — Qsin 69 -f- etc. , 
et qu’on différentie chaque membre par rapport à 9, il en résultera 
une valeur de — - qui étant comparée à celle de l’article précédent , 
donne les équations 

N = i(À — M) + M 

3 P = i- (B — N ) — aN — M 

3 Q = |(C-P)-4P-N 

4 R = ^(D — Q) — 6Q— aP 
etc. 


D'où il suit qu’en supposant toujours A, B, C, etc. connus, il suffit 
de déterminer le premier coefficient M pour connaître tous les 
autres. Or en faisant 9=-i ir, on a IP = M . ÿ ir. Ainsi M se dé- 
termine par la fonction complète n 1 , laquelle ne dépend que des 
fonctions de la première et de la seconde espèce. 

On pourrait aussi déduire la valeur de M de celles des coefficient 

A , B , C , etc. , au moyen de la formule connue - V— = 

i + aa cos a® 4 - 2«Pcos49 + etc., où l’on a a s= "l 1 ; 

car en multipliant les deux membres par ~ et intégrant depuis 
9 =o jusqu'à <p=;'ir, on aura 

M v/(i-f-n)=: A— 2Ba-j-4C«* — 6Da s 4- etc] 


Surface du cône oblique. 

-*> v,* 

(ia 5 ). Considérons d’abord le cône oblique à base circulaire. FIG. n. 
Soit S le sommet du cône , C le centre de la base , SO la perpen- 
diculaire abaissée du sommet sur le plan de la base , SAB la section 
faite dans le cône par le plan SCO. Si on fait le rayon CA = i , la 
hauteur SO s= A, la distance CO = f, et qu’on appelle m l'augVe 
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OCM , l’aire ASM correspondante à l'angle ot sera exprimée par 
l’iutésrale 

Z =f\ d» v/[A*+ (« —/cos a)*]. 

Pour réduire cette intégrale à la forme ordinaire , soit tang je# 
— m taug ~ <p , et soit pris l’indéterminée m de manière qu'on ait 

m — f+tt +fÿ‘ 

» 

^ t » | — „ /» 
si ensuite on fait tt= 1 —, et = i — x m * • ’ ° a 

aura la transformée 


Z = 


a m y/r^’-K'— f)'l r^in*») 


(i + m*)* J O-P-cos»)* 

Pour avoir la surface totale du cône, il faudra prendre celte inté- 
grale depuis <p = o , jusqu’à <p = it , et doubler le résultat ; ou , ce 
qui revient au même, il faudra prendre l’intégrale suivante , depuis 
<p = o jusqu’à p = s ?r , 

_ amy/fV-Ki -/)■] r/ A dp Ad* _ N 

^ — (1+»*)* J \(i + « cos?p ~ (i — « ooaç)V 

Soit de nouveau « = cos 0 , oum = tang j 8. Si on fait pour 
abréger AS = A =.p [/»*-{- (« — /)*] > ou aura en réduisant , 

z = 2k cot i 8/- (l + cot wV ÿ — • 

Mais par une première décomposition , on a 

/* - ('+ 

+ C»+”) (' + 

Substituant ensuite pour la dernière intégrale la valeur que nous 
avons trouvée (art. 94 ) > le second membre deviendra 


nA sin p cos 


«0 f'c’dfi \n‘* , e _ _\T d* 

-'f-J— K n +'>JO+ndJ?ü 


1 -f-nsinV J A ' v " ' ' 'J (i4-nsù>*») A 
Doue en prenant cette intégrale depuis ip = o jusqu'à <p s= i 'X , on 
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aura l'aire entière du cône 


i 7 5 


Z'= 2 À- cot; 0 [(n+ i)n' (n,c) — F' (c) + E' (e)], 
formule où l’on a n = cot* fl. 

Ayant déjà fait le plus petit apothème AS = k, si on fait le plus 
grand BS = k, on aura immédiatement , en vertu des valeurs précé- 

dentes, tang j fl = y/ de plus, si on appelle ( l’angle £(ASO 

-f-BSO) que fait la perpendiculaire AO avec la ligne qui divise en 
deux également l’angle ASB , on aura c = siu £. Ainsi les quan- 
tités c ,k, S, qui entrent comme élémens dans le résultat final, 
se déduisent immédiatement du triangle SAB. 

Au reste, comme la fonction complète II‘(«,e) peut s’exprimer 
par des fonctions de la première et de la seconde espèce, on voit 
que. la surface du cône oblique à base circulaire, ne dépend non 
plus que des fonctions elliptiques de la première et de la seconde 
espèce , de sorte qu’elle peut se mesurer par des arcs d’ellipse ; 
théorème qui n’avait encore été démontré que dans quelques cas 
particuliers. 

La surface du même cône étant développée sur un plan , il 
en résulte un secteur dont l’angle se détermine par la formule 

y f àa y/[f<*-h (l— feo»») 1 ] 

J h m •+■/’*+• 1 — cos a * 

et au moyen des mêmes substitutions , on a la transformée 


=.Î/(T 


' â d? 

_ tanjîl* f 

(i + n.in‘e) ~ 

A L 


i <4- 




Cette intégrale étant prise depuis ^ = o jusqu’à <f = a* , on aura 
l’angle total du secteur 

v. = iü£L* g, + £) t . , o - p- «3 

On peut remarquer que si dans l’expression de V on fait <p ={•*, 
la valeur de V «deviendra le quart de l’angle total V'. On a en même 
temps = fl. Donc si on détermine le point M de manière que 
l’angle ACM = 0 , l’angle correspondant V sera précisément le 
quart de l’angle résultaut du développement de la surface entière 
du cône. 


i?G 
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, (ia4). Supposons en second lieu que la base du cône soit une 

ellipse. Soient h la hauteur du cône ,f et g les coordonnées du 
point où la perpendiculaire b rencontre le plan de la base, y étant 
prise dan» la direction du demi-grand axe de l'ellipse i , et g dans 
celle du demi-axe conjugué b. Soit ^ l’amplitude d’un point quel- 
conque de l'ellipse , les coordonnées de ce point seront x=sin^, 
y — b cos <p , et l’élément de la courbe ds = A d<p ; si du sommet on 
mène une perpendiculaire sur la tangente en ce point, le quarré de 

.... • t. . /jrcosf-t-WVw» — 4\* 

cette perpendiculaire aura pour expression /»* -+- ( - ^ ) , 

donc l’élément de la surface du cône sera 


dZ = j d$ c*siu*fl>) -(- (g cos p-}- bfsin p 

Celte différentielle parait fort composée ; cependant si on fait 
tangiip=z, ce qui donne sin p = cos?==^^-.,<fp== 

on aura la transformée 


d7j == ÔTFF 1/ U 1 ’ (»+**)'— 4**/«V+ {g—b+îbfz—{g-\-b)z')'}; 

*• 

et puisque la variable sous le radical ne passe pas le quatrième degré , 
il est clair qu’on pourra trouver l’intcgrale Z au moyen des fonctions 
elliptiques. De plus, comme il suffît pour avoir la surface totale du 
cône, de connaître l’intégrale lorsque <p = 27 T, il semble que le résul- 
tat final ne doit dépendre que des fonctions complètes delà troisième 
espèce et des espèces inférieures , lesquelles , au moyen des réduc- 
tions connues, ne dépendent elles-mêmes que des fonctions de la 
première et la seconde espèce ; de sorte que l’aire entière du côue 
pourra encore être exprimée par des arcs d’ellipse. Mais il est 
nécessaire d’entrer daus quelques détails pour justifier cette con- 
clusion. 


(ia5). Pour faire disparaître les puissances impaires de la variable 
sous le radical dans la valeur de dZ, il faut d abord supposer 3 = ^—^ ; 

et parce que la quantité sous le radical n'a , dans le cas dont iLs’agit , 
que des facteurs simples imaginaires, le résultat de la substitution , 
apres avoir déterminé^ et q, contiendra un nouveau radical de la 

forme 
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forme y/[(i + a*x*) (i -f- £'-r*)]. Pour ramener ensuite la transfor- 
mée aux fonctions elliptiques , il faudra, en supposant a. > S , faire 
«j* = tang 4> et 4 deviendra l’amplitude de ces fonctions, tandis 

que leur module csera déterminé par l'équation c*= i — — . La re- 
lation entre ç et 4 sera donc telle qu'on aura tang f ç ~ 

Or je dis que cette équation peut toujours se mettre sous la forme 

tang(4 — r) = Atangi (?— ft), 

A, n et r étant des quantités constantes. En effet si on fait tang iju = t 
et tang v = t', l’équation précédente donnera 

_tang 4 — f A ( tang t ÿ — I) 

l 4- i tang 4 i -t- i tang ^ f 

Substituant la valeur de tang f p en fonction de tang 4> on aura 

tang | — t' A (pa -f- g tang 4 — t* — (tang 4) 

i + / tang 4 ~ ” <t -f- tang 4 H" + < 7 ( tang 4 . 

Cette équation devant avoir lieu quelle que soit tang 4 > soit 
i*. tang 4 = t', on aura 

r _ P* 4- ^ 


Soit a*, tang 4 = — 


et l 

on aura 

1 — ttC 




_ " pat — q 

Egalant ces deux valeurs de /, on aura pour déterminer l’équation 

1 =£ = a ’ O4 ; p, ]- l-. ?: = C0t ar. 
ai a(i+p 9 ) 

On aurait semblablement pour déterminer t, l’équation 
■ — 1 — q»4-«-( 1 — P*) _ , 


af 


a (<? — “70 


: COt /A. 


5’. Enfin, pour que l'équation ci-dessus devienne entièrement iden- 

a3 
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tique, soit tang 4 — on aura 


A 


' 1 + <E 

r~q-t • 


Cela posé , l 'équation tang( 4 — r)~A tang i (p — ^i) a lieu pour 
toutes les valeurs correspondantes de <p et 4 i >1 eu résulte qu’aux trois 
valeurs ?>= a, <p = x-f-.u , <p = ax-j-u, répondent ces trois valeurs 
de l'amplitude des fonctions elliptiques 4 = r, 4 == 'i" ,r “l' , * , '» 4 s= ' !, ’’'l- r * 
Mais pour avoir l’aire entière du cône , on devra prendre l’intégrale 
Z depuis <p = o jusqu’à p — aX ; ou, ce qui revient au même, 
depuis <p = u jusqu’à f=ir + u i on devra donc prendre les fonc- 
tions elliptiques qui entrent dans l’expression de Z depuis 4 = * 
jusqu’à 4 — y ■+■ K j Ou , ce qui revient au même, depuis 4 = 0 
jusqu'à 4 = tf. Donc il n’entrera que des fonctions complètes dans 
l’expression de l’aire totale , et ces fonctions se réduisent toujours 
aux fonctions de la première et de la seconde espèce; d’où il suit 
que dans le cône oblique à base elliptique , l’aire entière peut encore 
s’exprimer par des arcs d’ellipse. 


Constructioji de la ligne la plus courte sur la surface 
du sphéroïde. 


(126). Nous avons donné dans les Mémoires de l’Iustitut,an 1806, 
les équations nécessaires pour décrire la ligne la plus courte sur la 
surface d’un sphéroïde , et nous avons démontré que cette courbe , 
prolongée indéfiniment, est composée d’une iufiuité de spires égales 
et semblables, comprises entre deux parallèles également éloignés 
de l’équateur. Nous nous proposons ibaintenant de faire voir com- 
ment on détermine les difl’érens points de cette courbe par le moyen 
des fonctions elliptiques, et pour cet objet, il suffira de construire 
une seule moitié de spire comprise depuis le parallèle auquel elle est 
tangente jusqu a l’équateur. 

11 faut d’abord se rappeler ce qui a été démontré dans le mémoire 
cité, que la ligne la plus courte menée entre deux points donnés 
sur la surface d’un sphéroïde , ligne qu’on appelle gèoitêsit/ue , lors- 
qu’elle est tracée sur la surface du sphéroïde terrestre, fait toujours 
partie d uue ligne de celte nature perpendiculaire au méridien d’un 
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lieu déterminé , ou tangente au parallèle de ce lieu. Nous suppose- FlG.i 
rons donc que par un point A dont la latitude est donnée, on fasse 
passer une perpendiculaire au méridien du lieu A; il s’agit de cons- 
truire celte courbe , c’est-à-dire de déterminer pour chaque point 
M dont la latitude est donnée à volonté, les élémens incounus du 
triangle APM , savoir, la distance AM mesurée par l’arc de la ligne la 
plus courte, la longitude du point M mesurée par l'angle P du triaugle 
APM, 1 angle M du même triangle qui représente en ce poiut la di- 
rection azimutale de la courbe ; enfin l’arc PM du méridien mobile 
qui sera connu par ses coordonnées. De ces quatre élémens , deux 
peuvent être déterminés algébriquement , savoir , l’angle M et les 
coordonnées du point M dans le plan CMP ; les deux autres, savoir, 
lare AM et 1 angle APM ne sont assignables que par les fonctions 
elliptiques. 

Soit le riÇion de l’équateur CA= A, le demi-axe CB=B, la 
distance du centre au foyer de l’ellipse-génératrice B’)= Atf ; 

soit l la latitude du point A, A celle du point M, P l’angle APM 
qui mesure la longitude du point M, M l’angle azimutal AMP; 
soient de plus les coordonnées CT = f, TM = «, et l’arc AM=s. 

Il s’agit de déterminer toutes les quantités t, «, M, s, P en fonctions 
de la variable A et des quantités données. 

11 est utile pour cet objet de substituer aux latitudes l et A des 
latitudes réduites l' et A', calculées par les formules 

B B 

tang l = — tang /, lang A' = — tang A. 


Cela posé , les élémens qui peuvent être déterminés algébriquement 
dans la question • proposée , sont / = B sin A', u = A cos A', 

sin M — —JT- Il suit de la dernière équation que /' est le maximum 

de A', et l celui de A. On voit aussi parles valeurs des coordonnées 
que A' est l’amplitude de l’arc PM; de sorte que cet arc, si on en avait 
besoin, pourrait être exprimé par la formule PM = A.E (<f,A'). 


( 127 ). Pour avoir les deux autres élémens s et P , soit pris l’angle 
<p tel que sin A' = sin f cos 9 , et on aura ( Mémoire cité, n“ 4) * cs 
équations différentielles 
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ds = dp t/(B* 4- A 1 /* sia*/' cos*0) 

c ost tlf v/(U*-f- A “J"* sin*/' eoj’p) 

A i — sin* t cüs 1 ^ 

Pour ramener ces expressions aux formes ordinaires des fonctions 
elliptiques, je fais c* = In't > ou P^ us s ‘ n, pl (inlcntc:=e *' s ‘ n h 

ce qui donne t/(B’ + A* J* sin* T) = j , et j’ai d’abord ds ;= 
^ ^/(i — c*sin*p) ; donc 

*=§E(c,*)- 

Celte équation fait voir que tout arc s de la ligne la plus courte 
peut être assimilé indcGniment à un arc d’ellipse dont le demi- 

g 

petit axe CP = B, et le demi-grand axe CD = b , Quantité plus 

grande que R et moindre que A , puisqu’on a ~ = A Si sur 

ce quart d’ellipse P//iD , on prend un point m qui ait pour ampli- 
tude p, ou qui soit déterminé par les coordonnées C/'= B eus <p t 

nn — ^ sin <p , l'arc P/n de l’ellipse sera égal en longueur à l'arc 
AM de la ligne la plus courte. 

Ces déterminations ont lieu dans toute l’étendue de la courbe 
qu’on veut construire ; mais il suffit d'examiner le cours de cette 
courbe depuis <p=o jusqu'à ç = qo', c’est-à-dire depuis le point 
A où l'on a A = /, jusqu’au point 1 où la courbe rencontre l’équa- 
teur et où l’on a A = o. Au point A la courbe est perpendiculaire 
au méridien ou tangente au parallèle; au point I clle coupe l'équa- 
teur sous un angle I, tel qu’on a cos 1 = siu M = cos /', de sorte 
que l’angle 1 est égal à la latitude réduite f. 

Dans ce même point, la courbe AMI est égale au quart d'ellipse 

BctD , et on a s = ~ E’ (c). 


(ia8). Venons maintenant à la seconde formule qui donne la lon- 


gitude P, on aura d'abord, en faisant /i=tang*/ / , M = 


n_ 

A cos l 


ci? = M. 


Af/r 

I -+-« HU a f * 
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donc en intégrant 

P = ^-[(n4-c*)n(n,e, <p) — c‘F (c, <p)]. 

Par cette formule on déterminera pour chaque point M dont la 
latitude est connue, la longitude P de ce point; elles calculs pour- 
ront être faits avec tout le degré d’exactitude que comportent les 
tables de logarithmes , au moyeu des méthodes que nous avons 
données pour évaluer les fonctions F et IL ^ 

Si on fait<p=QO*, on aura la position du point I où la courbe coupe 
l’équateur par la formule • 

P’ = ? [(«+«*) n* (n, c) - c*F'(c)] ; 

et comme la fonction complète 17' (n, c) peut s’exprimer par des 
fonctions de la première et de la seconde espèce , il s’ensuit qu’on 
peut déterminer le point 1 par ces seules fonctions; ou, ce qui re- 
vient au même, par les seuls arcs d’ellipse. On pourrait déterminer 
de même une infinité d'autres points de la ligne la plus courte ; et 
lorsqu'on aura tracé la demi-spire AMI , on pourra de même 
tracer la continuation de celle courbe dans l'autre demi-sphéroïde , 
en observant que les points situés de part et d'autre à des latitudes 
égales , ont avec le point I des différences égales en longitude. 

(129). Il est remarquable que la formule qui donne la valeur do 
l'angle P , est absolument de la même forme que celle qui donne 
la valeur de l'angle résultant du développement sur un plan d’une 
portion de la surface d’un cône oblique if base circulaire (ia5). 

Ce dernier angle est facile à trouver jusqu’à un certain degré d'ap- 
proximation, par de simples constructions géométriques, déduites des 
pyramides inscrites et circonscrites. D’ailleurs comme le cône oblique 
n’a de courbure que dans un sens, cette surface est censée plus simple 
que celle du sphérfiïdc qui est partout à double courbure; ainsi on 
doit regarder le problème de déterminer la ligne la plus courte sur 
la surface du sphéroïde , comme étant réduit à une moindre ditli- 
culté par la construction suivante , qu’on tire aisément de nos 
formules. 
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FIG. i3. Faites un triangle isoscèle pfp', tel que sa base pp' représentant 
l'axe aB , le côté pf ou p'f représente le rayon de l'équateur A*, tirez 
pq de manière que l’angle p'pq ait pour sinus c, ou qu'on ait 
gin p'pq = sia L sin fpp ■ Sur pq comme diamètre , décrivez un cercle 
qnp dont le plan soit perpendiculaire au plan du triangle fpq. Le 
cône qui a ce cercle pour base, et pour sommet le point y, est 
celui dont la surface étant développée sur un plan, servira à décrire 
la ligne la plus courte sur la surface du sphéroïde donné. Pour cela, 
soit«QM un parallèle dont la latitude est A, on déterminera succes- 
sivement les angles A', p ct«, soit parles équations tang >/= ~ tang A, 
cos p = , tang ; a> = tang ( 45 ° — ; . tang v<j>, soit par des 

constructions géométriques qui les représentent. L’angle a étant 
trouvé, on mènera dans le plan de la base le rayon en, de manière 
que l’angle qcn — u ; tirant ensuite la droite^», et développant sur 
un plan la surface qfn , l’angle f du secteur produit par le déve- 
loppement , sera égal à l’angle P du triangle sphéroïdique APM, et 
servira ainsi à déterminer la longitude du point M. 

Lorsque p = go“, on aura 01 = 90“ — t ; alors l’angle produit par 
le développement du secteur qfn sera la moitié de l’angle produit 
par le développement de toute la surface fpnq; et comme ce dernier 
angle est toujours moindre que deux angles droits, il s'ensuit que 
l’angle P , mesuré alors par l'arc El , est moindre qu’un angle droit , 
ce qui s’accorde avec les propriétés connues de la ligne la plus courte 
tracée sur un sphéroïde aplati. 

Détermination de l'aire de l'ellipsoïde. 

(t 3 o). Soit l’équation de la surface proposée. 



l'expression de l’aire , comprise entre des limites données , dépen- 
dra de la double intégrale 


S =* ffdxdj 




m 
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mais l’une ou l’autre des deux intégrations ne peut s’effectuer sans 
introduire des fonctions elliptiques qui ne permettraient pas d'ob- 
tenir la seconde intégrale. Pour rendre la première intégration 
possible, au moins par arcs de cercle ou par logarithmes, on 
pourrait appliquer la méthode que nous avons donnée dans les 
Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1788; mais on par- 
viendra plus directement au même but de la manière suivante. 

Soit s=ccos8, on aura = 8 in* 3 ;soitensuite^‘=£sinflcos<p, 

on aura x = asinSsiu?. D'après ces équations, qui équivalent à 
l'équation de la surface, il faudra exprimer l'élément de l'aire en 
fonction des deux nouvelles variables 6 et <p. Et d'abord pour 
avoir la valeur de dxdy , je différentie l'équation xssasiuStsiup, 
en supposant 0 constant, j'ai dx = adp cos ^ sin 9 ; ensuite il Lut 
avoir la valeur de dy, en supposant x constante; c’est ce que 

donnera l'équation ^7 -f- "j;=sin* 3 , d’où l’on tire_?7(7=£*<f8sin0cos0; 
doue dxdy = abdpdQ sin 0 cos 0. 

Substituant celte valeur ainsi que celles de x et y dans l'ex- 
pression de l'aire S; faisant de plus, pour abréger - ~~= «f, 

b* — f-* 

— 7- — — f, on aura 

O ' 

S = ffaldpdü siu8j/[i — (<f sin’tp + t cos* p)sin* 0 ]. 

L'intégrale, par rapport à 0 , est facile à trouver par logarithmes ; 
mais comme la formule qui en résidterait pour la seconde inté- 
gration , n’est pas du nombre de celles qu'on sait ramener aux 
fonctions connues, nous nous contenterons d’intégrer par séries. 

Soit donc J' sin*4> -f- e cos*^ —p, on aura, en développant le 
radical , 

S = Jfabdydfo sin 6(^1 — psin‘0 — — /j*sin<0 — ^» s in*0 — etc. Y 

Or en intégrant depuis 0 = o jusqu'à 0 = jir, on a 

y<f0sin0=i, yU 6 siu J 0 = ?, /i/0sin 5 0 = etc. 

O 0.3 

Donc il résulte de la première intégration , 
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s = fabd P («~ P - ~vr 7 P' -J 7 9 P' — elc ) 

Celte formule doit être intégrée de nouveau depuis <p~o jusqu'i 
^ = jir; soient donc dans ces limites fpdç = *^. P*, fp'd'p = j.P*, 
fp s dip = * . P*, etc. ; et l’on aura , après avoir multiplié par 8 , l’aire 
totale de l'ellipsoïde 

8 S = 4 ^i (' - i P' - J; P'- P" - «O.) . 

formule dans laquelle il reste à substituer les valeurs suivantes : 


P' 

P* 

P* 


= «f.i + s.i, 

O 1 O 1 


1.3 


a. 4 a a a . 4 

r ». — ~ï + «r ^4 • - 4- 

a. 4 . 6 2.4 2 a 

etc. 



i.3.5 
a. 4. 6 ’ 


I,a loi de ces expressions est manifeste , et on peut observer 
que le terme général P w est le coefficient de 2* dans le déve- 
loppement de (1 — <f z)~ * (1 — es) -i , ou dans celui du produit 


■ î H^’ + SI <r5 " +etc -X ,+ 2- + 2 ^ 


Au reste, la suite F, F, P', elc. sera nécessairement conver- 
gente si J' et f. sont tous deux plus petits que l’unité , ce qui aura 
toujours lieu eu prenant pour c la plus petite des trois quantités 
a, b, c. 


(i 3 i). Le problème de déterminer l’aire totale de l’ellipsoïde 
est résolu par la suite qu on vient de trouver , aussi simplement 
qu’il peut l’ètre quand on n’a pour but que d obtenir une approxi- 
mation. Mais il faut recourir à d’autres moyens, si on veut avoir 
un résultat dépendant seulement des fonctions elliptiques ou des 
quadratures algébriques. 

Dans 
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Dans la méthode précédente , nous avons partagé l’ellipse qui 
sert de base à la surface proposée , en zônes elliptiques concen- 
triques, déterminées par le»* projections des sections faites dans 
l’ellipsoïde, parallèlement à sa base. Toute autre manière dépar- 
tager la base est également admissible et doit conduire au même 
résultat après les deux intégrations ; mais il en est une siA'tout 
qui mérite d’étre soumise au calcul , et qui semble promettre des 
résultats élégans. Je veux parler des projections qui naissent des 
lignes de plus grande et de plus petite courbure tracées sur la 
surface de l’ellipsoïde. 

Monge, dans scs Feuilles d’Analyse appliquée (édit, de l’an 9, 
n* 19), a donné la construction de ces courbes, comme il suit. 

Ayant supposé a>ê et è > c , soit pris pour plan de projection 
le plan des x et y, qui est celui de la section principale dont a 
et b sont les demi-axes. Soient décrites dans ce plan une ellipse et 
une hyperbole auxiliaires, qni aient les demi-axes communs A et 
B ainsi déterminés , 



le demi-axe A' étant dirigé dans le sens du demi-axe a, et B dans 
le sens de b. 

% B* , # w 

L’équation de l’hyperbole sera y' — (x* — A*), et l'équation 

de l’ellipse, y* — (A* — x*); elles se toucheront par le sommet 

où ,r = A , et d’ailleurs on peut observer qu’en vertu des sup- 
positions faites on a A < a: 

’ Cela posé, soient x = ot, 7=6 , les coordonnées d’un point pris 

B a 

à volonté sur l’hyperbole, ensorle qu'on ait — — A*); si, 

avec les demi-axes * et ê, pris dans les mêmes directions que a et b , 
on décrit une ellipse , celte ellipse et toutes les ellipses décrites de 
la même manière suivant les diverses valeurs de a et £ , avec la 
seule condition qu’on ait a. < a , seront les projections ibr le plan 
des x et 9", de toutes les lignes de courbure d’une meme espèce , 
tracées sur la surface de l’ellipsoïde. 

*4 
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Les projections des lignes de courbure de l'autre espèce , qui seront 
des hyperboles , se détermineront semblablement en prenaul pour 
demi-axes de chaque hyperbole, Ies-coordonnées a. S' d'un meme 
point de l’ellipse auxiliaire , lesquelles doivent satisfaire à l'équation 

=? 5 c A * -*'•). 

I.es projections des lignes de courbure de la première espèce 
seront donc les ellipses tracées d’après l’équation 

c—o-f. (—*•) (-£). 


en donnant à a toutes les valeurs depuis a = A jusqu’à a = a. 

Et les projections des lignes de courbure de la seconde espèce 
scrout toutes les hyperboles décrites d’après l’équation 




en donnant à a toutes les valeurs depuis a — o jusqu’à a'r=s A. 

Considérons plus particulièrement les ellipses qui sont les projec- 
tions des lignes de courbure de la première espèce. 

Lorsqu’on fait a = A, ou a S = o,_y = o, de sorte que l’ellipse 
est infiniment étroite, et se réduit à son grand axe. A mesure ÎJuc' 
le demi-axe a augmente, l’autre demi-axe £ augmente aussi ; et enfin 
lorsqu’on fait a= a, l’ellipse de projection se confond avec la base 
de l’ellipsoïde, ce qui est le dernier terme des projections. • 


(lâa). Cela posé, cherchons l’aire de l’ellipsoïde qui répond 
à l’élément de la base dxdy , compris entre deux ellipses de pro- 
jection infiniment proches. L’une de -ces ellipses ayant pour équa- 
tion y’— («* — x‘) , on pourra faire x — a siu 4 > ce qui donnera 

y=C cos 4. Différcntiaut x en supposant a constante, on aura 
dx = arfj, cos 4 ; si on passe ensuite de cette ellipse à l’ellipse infi- 
niment voisine , il faudra ditlëreiUier l’équation 


en faisant varier a seul , ce qui donnera ydy = ~ ada ^1 — ~~r) » 
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donc l’ élément de la projection 


dJcdj = — . (a*— A*sin* 4 ). 


Lorsqu'on faitvarier 4 en supposant a constant , le point de projec- 
tion ne varie que sur uue même ellipse de projection ; de même 
lorsqu'on fait varier a en supposant 4 constant , le point de pro- 
jection ne varie que sur une hyperbole de projection ; car en élimi- 
nant <z et € des équations * = S uT4 > ^ == c<«iï'’ £‘ — j:( a * — A*), 
on a j‘ = a‘mii »4 C • r * — A*sin' 4 )> ce qui est l’équation d'une 
hyperbole de projection , dont les demi-axes sont a' = A sin 4 , 

£'=Bcos4- • 

De 12 k on voit que l’élément de projection dont nous venons de 
donner la valeur, représente le quadrilatère compris entre deux 
ellipses et deux hyperboles de projection infiniment voisines. 

Si on substitue maintenant les valeurs de x, y et dxdy dans l’ex- 
pression générale de S, on aura 




Cette expression parait au premier coup d’œil beaucoup plus com- 
pliquée que celle à laquelle nous avons étë conduits par la première 
méthode ; mais en l’examinant de plus près, on trouve qu’elle est 
susceptible d’une réduction fort remarquable. 

B» 

En effet, si on substitue la valeur £* = (a*— A*), on recon- 

naîtra que la quantité sous le radical se décompose en deux facteurs 
distincts , l’un qui ne dépend que de * , l’autre qui ne dépend que 
de 4 > de sorte qu’on a » 



*’ — A’sin*4 
— A') 


da.d\ 


. sinV 

* ai u*4 
■— • 


4 4* n c05 * 4 


. b ’ q ' > 1 

+ Â=F C0 ‘ 4 ’ 



Si on observe maintenant que pour l’objet proposé il faut prendre 
l’intégrale par rapport à 4> depuis 4 == ° jusqu'à 4 = ^ ct 
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l'intégrale par rapport à », depuis *= A jusqu’à a= a ; on verra 
que ces deux intégrales sont entièrement indépendantes l’une de 
l'autre , et qu’elles peuvent être cherchées isolément , ce qui per- 
mettra de réduire l’aire entière de l’ellipsoïde à des quadratures 
algébriques , et même , comme on le prouvera ensuite , aux seules 
fonctions elliptiques. 

( 1 5 5) . Soient donc 

• «in’4-f k eos*4 \ 

m — \J ( - L — :) 

\"*4 + vr- co, *V 
.. rf * n * , 4- + S cos *4 \ 

V^nn* 4 + •— p cos*4 y 

ccs intégrales devant être prises depuis 4 = o jusqu’à 4 = î "V- 
Soient encore 

»=/ï*£rv/( 9E£) , 

ccs intégrales devant être prises depuis a = A jusquà a = a. 

La surface cherchée seU # 

:$* * 

S = PM — ABQN. 

Ainsi tout se réduit à trouver les quatre intégrales P,Q,M,N, 
dans les limites désignées. 

Ér 

Pour simplifier les formules M etN, soit tang 4 = - tan g et, 


ensuite n = 
substitutions 


a‘- 


et c* = 1 — „r = 


c* •* — A* 


^ résultera de ces 


^ T>& J'(i+nnn‘ti) — c'Ma**) — ïg n ( n »* / > “0 


«?A 


dv 

TV 

<h»Mn*a> 


•jy / n»>in-« 

(• -Fit c"»»*»)’ 
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Mais par les réductions connues , on a 


iSg 


/ * dv »in*« 


i -+*/i si n a «) , A(c # > *) 


n sin» cos » A(c', *) , 

J/- I . \ >'J7 ” f. I », < 




a (n-H) (n+c'O (* +n sin’Ô) an (n-f-i) 

E (t', 6) n»— t'» . flv 

»(»+ 0 («+e'*) an (n-f l) (n+O C J > )• 

Donc en étendant les intégrales jusqu’à on aura pour les 

valeurs complètes de M et N , 

M = FB n, C»» c ') 

N = m- [F ‘(O - Ç=?) E'(c ) + (£=£=£) n'(n, <)]. 

(i34). A l’égard des intégrales P, Q , comme a est toujours com- 
pris entre A et a , si l'on fait A — a sin ft , on pourra prendre 


a» : 


a* »>rr// 


• • 

et la substitution donnera 


i — coa* p. sia® Ç , 


P = ab sm> / 

• J (l — COS* . »lû%) 

Q _ b r d ' ✓(, — y 

^ a,/ 1 — C09*/4^in* Ç 

« 

On a fait dans ces formules b''= n ~. = ^ , de sorte qu’on a 

A'* -4- c'* = î , et qu’aiusi les modules b' et c' sont comple'mens Tua 
de l’autre. 

Soit le paramètre n= — ÿ~ = cot*A, on aura bz=.a sin A , et 
b' % = ^ cos*/t = , ou cos 1 //. = b'* sin* A ; l’intégrale Q se rap- 

porte donc aux fonctions elliptiques de la troisième espèce , dont 
le paramètre n' =. — cos*/* = — b’ % sin* A, et on trouvera 

« 

Q = Hh F (^C)-^n(n',è',Ç). 


Pour avoir la valeur de P, il faudra d’abord employer cette formule 



1Ç)0 

de réduction 
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/ dÇ |/(» — i'’«in’0 n'tinScostâÇy.Q (b''+n) p 

~ (,-f 2(1 +n') (î+n'sin^j W(i+n'> 1 


E(fe',0 . ,P+an'+V„,_, *, 

T^Ô+ ■rt'c.+ü’T n ("'*»<* 


a( 


Faisait ensuite £ = j ■* , on aura les intégrales complètes 
P — °— IcosV.F '(b') 4- sinViE 1 (4') — ( 1 — a sinV.-f^sin^n^/i',, b')] 

a sin A L 




(,35). Maintenant si dansTexpression de l'aire S on substitue les 
râleurs trouvées de M, N, P, Q, il en résultera 


s = — n'O», O [cotV F'(i') + E'(i') + (>in> — cofx) tV (n\ i')J 


— l‘CF’(i')-co.Vn'(n', 6')] [^ F 't c ')- E 'C^+ 


cot*A— fin 9 /u 

COS*À 


n’(n', O]. 


Par un premier développement qui fait disparaître les termes où les 
deux fonctions II* sont multipliées , on obtient 


. s = Çn'(», «')[(=£- .) F' m + £'(»•)) 

__ jr^F'(c')— E'Cc')]^'^')— C0S * An ("'> b ')l 

Mais par les valeurs connues des fonctions H*, on a 

n-(«, O^sin-AF'( 0 + W^K^+f’-COF^^-F'^E^, X)] 

’ — E'(c)F(i',A) 

F'(4) - cosVJl'(n', 4') =sin*XF'(iO+Çÿ^ [F-C^EM 

♦ ' — E'(4')F(4', A)]. 

Substituant et faisant les réductions auxquelles donne lieu la for- 
mule connue ^ = F‘(c) E 1 (//) -f- F 1 (4') E'(c') — F ‘(4') F 1 (c') , on 


* 
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> 9 ' 


c * -ra* .«in > cos x 

T* û(4',a) 


4- I'(»)-E(f,»)+5i4(' , >»)} 


J’observe qu’on peut encore simplifier ce résultat en prenant un 
nouvel angle » tel que F (A’, À ) + F(A', t ) = F 1 (A') ; il faut pour 

cela qu’on ait c' tang A tang » = i , ce qui donne cos r = on aura 

en même temps E(A', A)-f-E(A', r)=E‘ (A')-f- ~y - Donc enfin 

l’aire entière de l’ellipsoïde aura pour expression 


• W) DS F v. o + E (»•> - ) + Si ■ » V. > >} 


o* b' — e 


— , il en résulté 


D’ailleurs comme on a A'* = — . - . , 

a“ — c* ü* sm“ »■ # 

A (A', c) = j, de sorte que la valeur de 8S se re'duit à cette forme 
très-simple , 

8 S = + S? CS F ( i »+ ^ E (*» o], 

formule dont on pourra faire l’application imme'diale , en se rappelant 

seulement qu’on a cos r= - et A'* = y . . 

1 o o* «ra* r 

Il est facile de vérifier cette formule dans les deux cas où l’ellip- 
solde devient un solide de révolution*, car si l’on a a=b, la formule 
donne pour l’aire du sphéroïde aplati , 


8S =?>«*+ *illog(î^!V 

amr °\i— -iinf/' 


et si l’on a A=c, la formule donne pour l’aire du sphéroïde alongé, 
8S = Çv + sin r cos p ) , 

un r v ' ' 


ce qui s’accorde avec les résultats connus. 

Nous sommes donc parvenus h exprimer par des fonctions ellip- 
tiques très-simples , * l’aire entière de l’ellipsoïde qui , d’après les 
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autres méthodes, semblait devoir être une transcendante- beaucoup 

plus composée. , 

(i3G). Il résulte de cette solution que la série trouvée par la 
première méthode , 

4»**. ('- ;■ ■” -ri P"' -ir 7 r -««•)• 

est susceptible d'être sommée à l'aide des fonctions elliptiques ; 
et c'est ce qu’on peut vérifier directement de la manière suivante. 

Considérons la fonction I" (j') ou simplement T , dont la valeur 
développée serait 

r^j-ipy-^py-^PV'-etc.; 
on aura par des différentiations successives , 

% = . - P>- - J py - \ P Y - etc. 

P -%-yip=p+ v + p > , -+- **/*+**. 

Mais si on remonte à l’origine des quantités F, F, P", etc. , on trou- 
vera que la suite ^ (i + Py -f- P*/ J -f-elc.) n’est autre chose 

que l’intégrale prise, depuis <p=o jusqu’à <p— j vr, delà différentielle 

^>(« +PJ‘+PŸ+pY+e te.) = 

Celte intégrale a pour valeur 

iZ 

v l( 1 — *f) (* — *y*)3' * 

Donc si on fait pour abréger, R= {/[i — ( ] > 

on aura 

1 dr î ddr i 

ÿ’d^~ÿ'dy—ÿK ; 

d'où résulte en multipliant par dj et intégrant , 

> dr r dy R fÿdy 

Multipliant 
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Multipliant par jdj et intégrant de nouveau on aura 
on, ce qui revient au même, 

r = T C + ; rR +/a <— ^ 

Soit maintenant yy/£ = sin 4 et À* = 1 = 1*. on aura 

11 - > <4 

R W ‘ — A'sin‘4)* 


/-?(— J 'r)=^r(r,4) + ^'E(i,+). 


11 reste à faire dans ces expressions^-im , ce qui donnera sin ■^=y/J' s 

cos 4~y(i = donc 

la valeur cherchée 


r = - 


* F(*,4) + 


a ab 1 asm 4. x ' r ' * asm 

doit résulte enfin Taire de l'ellipsoïde 

awab 


4 E (*> 4) * 


8S = aire* 4- — 4 [cos*4 F(* , 4) + sin*4 E(* ,4)]; 


et on voit que cette formule s’accorde entièrement avec celle que 
nous avons trouvée par la seconde méthode, puisque les quantités 
k et 4 n ® diffèrent pas de celles qui ont été désignées ci-dessus par 
b‘ et r. 

Nous remarquerons enfin qu’on peut déterminer généralement 
l’aire d’un quadrilatère quelconque compris entre deux lignes de 
courbure d’une espèce, et deux lignes de courbure de l’autre espèce. 
Il suffit pour cela de substituer dans la formule 

S=^-PM — ABQN, 

les valeurs des intégrales M, N ,P, Q, prises entre les limites don- 
nées. 11 faudra donc prendre les deux intégrales M , N entre les deux 
valeurs de 4 ( ] u * répondent aux côtés du quadrilatère dont les - 
projections sont des hyperboles , et les deux iutégrales P et Q entre 

a5 
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Icsdcux valeurs de x qui répondentaux cotés du quadrilatère dout les 
projections sont des ellipses. Ainsi tous les quadrilatères dont il s’agit 
peuvent être déterminés par des fonctions elliptiques, elles résultats 
deviendront plus simples si on les applique h. la zône entière com- 
prise entre deux lignes de courbure d'uue même espèce. 

£a figure 1 4 pourra servir à faire mieux entendre les constructions que ce 
chapitre suppose. 

AKB est l’ellipse principale dont les demi-axes sont CA =a , CB =.£. 

L'ellipse et l’hyperbole auxiliaires sont représentées par ONG et OMI t elles 
ont pour axes communs CO —A , CG= B. 

Ayant pris sur l'hyperbole auxiliaire OMI un point quelconque M dont les coor- 
données sont Cu = et , aM r= C , on décrit avec les demi-axes Cornet , Ch=C , 
l'ellipse amC qui sera la projection d'une des lignes de courbure de la première 
espèce 

L'ellipse a'm'C représente la projection d'une autre ligne de courbure de la 

même espèce. 

Ayant pris sur l’ellipse auxiliaire ONG un point quelconque N dont les coor- 
données sont Ce = « / , cN = C', on décrit avec les demi-axes Ce= Cf^szC', 
line hyperbole emm qui sera la projection d'une de» lignes de courbure de la 
seconde espèce. 

L’hyperbole e nn' représente la projection d'une autre ligne de courbure de la 
seconde espèce. 

Nous avons fait voir qu’on peut déterminer en général par les fonctions 
elliptiques , l'aire de tout quadrilatère formé sur la surface de l'ellipsoïde, qui 
a pour projection m/im'n'. 


De quelques formules générales qui peuvent se ramener 
aux fonctions elliptiques. 

(137). La nature des fonctions elliptiques étant connue et appro- 
fondie , il importe de ramènera ces quantités le plus grand nombre 
de formules intégrales qu’il sera possible. Comme la multitude eu 
est infinie et aussi variée que les substitutions qu’on peut mettre 
en usage, nous nous couteuterons d’indiquer quelques cas où cette 
réduction a lieu. 

I. On peut réduire aux fonctions elliptiques l'inte’grale 

■fÿ( à 4. g j» 4 - +tx*y t * aos laquelle P est une fonction ration- 
nelle de X. 
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Car si on fait x* = 3, on pourra supposer P=M+N j/z , 
M et N étant des fonctions rationnelles de a , et l’intégrale pro- 
posée deviendra 


r , r . 

J + / t \) ~ J ÿ(a, + Cz )z'ÿ 

dont les deux parties sont comprises dans les fonctions elliptiques. 
II. Toute formule j'~ r 


J N dz 


P dx 


, . -, dans laquelle P est une 

(/(“ + 

fonction rationnelle de x,pcut se ramener aux fonctions elliptiques. 

Car on peut toujours faire P=M+Nx, M et N étant des fonctions 
rationnelles paires de x. Considérons la partie 

N xdx 

- &+?**) • 

Si on fait y/( a -f- -f- yx { ) = z, ce qui donne 

T , _ c + V(.C'—4*> + 4yz') 

■jy 1 

il est clair que par la substitution de la valeur de x', N xdx ne 
contiendra d'autre radical que j/( 5* — 4y zi ) i donc toute 
la difficulté se réduit à intégrer une quantité de la forme 

Qi'rfs 


l/(^— 4*y + 4y*y 

dans laquelle Q est une fonction rationnelle de s 4 . 


M<ir 


Quant à la partie -j 

t/(« -f- fx* -f- ) 


, si on fait \/(e^-^-Sx‘-^-yx , ) 


53 xj, on aura 


r » — : + 4 *y+ fry') 


“(>— y) 

xyrfy 

t /(C—Acy+tyr 


di: a x'y'dy 

xy t/f f* — iiv -+ 


D’où l’on voit que la transformée enjr contiendra une partie ration- 
nelle et une de la forme 

Ky 'dy 

VU?— 4«y -f- 4<ty>) > 
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R étant une fonction rationnelle de/* ; donc la formule proposée est 
toujours réductible aux fonctions elliptiques. 

III. On résoudrait absolument de la même manière la formule 
fVdxy' (a+Sx'-+yxr*) , F étant une fonction rationnelle de x. ^ 

Ces deux cas comprennent la formule /Prfo: (a +Ç x , 4->jc') - *,' 

et aussi la formule /Q<fr (*~hÇy Q «tant une fonction 

rationnelle de y ; car en faisant,/ —x', cette dernière devient un cas 
particulier des deux autres. 

IV. * On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule 
fYdx( ot+ Cr + >jr*-j- Zx*)” 1 , P étant une fonction ration- 
nelle de x. 

Cette réduction peut se faire de plusieurs manières ; et d’abord si 
on fait l'une ou l’autre des suppositions 

-f- 5-0:*+ J'X 3 )= t /*+3 

y/ {cl + S x + >a-'+ cfx 5 ) — X y/J' + i, 


la transformée en : sera comprise dans les fonctions elliptiques. On 
peut aussi faire disparaître à volonté le coefficient a ou le coeffi- 
cient J" sous le radical; il faut faire pour cela x=zm+j-, ou 

x = m + - et prendre pour m une racine réelle de l’équation 
tt -|_ m'+£m' —o. Supposons qu'on ait fait disparaître de cette 

manière cf , alors on fera * 4- Sx -f- >r* = z\ ce qui donne 


uy ’ 


et en substituant celle valeur dans la formule proposée, tonte 
la difficulté se réduira à intégrer une différentielle de la forme 

9iî_ , 0 étant une fonction rationnelle de s. 

V(C’— 4*> +4>*’) ’ v 


V. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule 

/ ' £'?£ t-, jr , P étant une fonction ration- 

;/(«+ Cx + 5 » 

nelle de x. 
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Car si on fait x‘ 1 = as , cette formule deviendra d'abord 


/ ’ P x~‘dx 

I/O C» 3 — 3i) 4-C O*— + + 


ensuite comme on ax=-îs =b j |/(î* — 4) » cette valeur étant substi- 
tuée dans P, le çpsultat sera de la forme MzfcN j/(s' — 4 )> Met N 
étant des fonctions rationnelles de s. De plus on a 


• I 

x + 1 = x* ^(z + 2 ) 
x — 1 = =fc x’ \/{z — 2) 

3X -i = t/(s+ 2)^2 l/(s— 2) 

x'*dx = -jjL.a=-l rf ±-. 

^ — i/fa+a)^ VC*-») 


Donc toutes les substitutions étant faites , la formule proposée sera 
composée de deux parties, l’une de la forme y' - » Z. étant 

une fonction rationnelle de s, et Q désignant le polynôme <x(z' — 3 z) 
-f- £(z' — 2)4-7 '’ aulrc étant de la forme J' r^, ^ étant 

aussi une fonction rationnelle de s. Donc la transformée en z sera 
intégrable par les fonctions elliptiques. 


VI. On pourra donc intégrer de même la formule. 


_My 


fv$ 4->y*+*y4-y/4-<y) ] 

Car si ou fait P = M 4 -Nj'> M et N étant des fonctions paires 


r-jr, P étant une fonction rationnelle de y. 


de y , et qu’on appelle R le radical , la partie S rentrera dans le 
cas précédent, en faisant a = o et jr‘ = 05. L’autre partie 
se réduit pareillement à une fonction elliptique en faisant j'=.x. 


VII. On peut ramener aux fonctions elliptiques la formule 
fvr. ^ étant une fonction rationnelle de x, pourvu que 


a et y soient de même signe. 

Car en faisant y = a.m * et rnx — y , cette formule se trouvera 
comprise dans le cas précédent. 
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Vin. Soit propose la formule Z = > Q étant 

une fonction rationnelle paire de sia <p , et m étant plus grand que 
l'unité. 

Pour ramener cette formule aux fonctions elliptiques, soit d’abord 

l— t on voit que « doit être la plus grande valeur de p. 

Soit donc sin p = sin a sin 4 > et c= sin a, la transformée sera 
7 — C — — et Q deviendra par la substitution, une fonction 

J VC 1 — A» 4) ' • f 

rationnelle paire de sin 4 , de sorte que la formule proposée sera ra- 
menée aux fonctions elliptiques. 

IX. Si on avait la formule Z = f , m étant positif et 

d'une grandeur quelconque, il suffirait pour ramener cette quantité 
aux fonctions elliptiques , de faire p =s ^ ne — 4 > et 7X^ = e *‘ 

X. Soit proposé la formule Z z= f~^ , dans 

laquelle/, g , h sont des constantes , et Q une fonction rationnelle 
de sin p et cos p. 

On fera d'abord p = a4 “H m > et on prendra l’indéterminée m de 

manière que tang im = -, alors la quantité /+ g cos <p + /i sin p 

deviendra de la forme f dtz g’ sin* 4 > ct on aura Q<fp=(M-f- 
N sin4 cos 4) <*4> M ct ^ étant des fonctions paires de sin4- 

La paiiie ’f C 0, -r£ P cu t être rendue rationnelle en faisant 

f de g' sin*4 = , ainsi il ne restera à intégrer que la différen- 
tielle et il est évident que celte intégrale ne dépend 

que des fonctions elliptiques. 

XI. Si l’on a plus généralement 


-/i 


+ C eus f ■+■ y «in ÿ 


_Qd* 

q- i cos*? q- «’sin f cos f -i-t, 


Q étant une fonction rationnelle de sin <p ct cos p ; on fera tang jip — z, 
ce qui donne sin p=-^^, cos p = dp = et * a * rans ' 

formée en s ne contiendra qu'un radical sous lequel la variable ne 
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passe pas le quatrième degré ; elle sera donc géuéralemcnt réduc- 
tible aux fuuctions elliptiques. 


XII. Soit enfin Z = f E O étant une 

J w C(** + f‘unV) (ï H-V ■»**)]■» '< elanl une 

fonction rationnelle paire de sin i p; si on fait tang p — m tang , 

ce qui donne sin* p = 4 cos* p = ro8 *^ 

1 ra*sin*4 4- cos‘4’ r m , «in‘4+ co»*4 ' 

dp = i i ■ > transformée sera 


’ m 1 Biii" 4 -f- coe*4 1 


’^frr—r 

J \ {tL'm'y 


Qn'4 


4+a-co»* +C'm*«n*4). V'(/'n‘«n' , 4-t-yc<.»*4-fVm , .in-4)‘ 
Prenons l'indéterminée m , de manière qu’on ait a.‘m'-+- £ ‘/n' = a.' 
ou m* = , + g - , l'intégrale précédente se réduira à la forme 

-f- B . i . ' 4, J ’ comme par la meme substitution Q devient une 

fonction rationnelle paire de siu •>{., la formule Z se ramènera encore 
aux fonctions elliptiques. 


(i38). Nous ne multiplierons pas davantage ces exemples de ré- 
duction ; ils suffisent pour indiquer les substitutions h faire dans 
les cas analogues h ceux que nous avons développés. Nous termi- 
nerons en réunissant dans un même tableau quelques-unes des 
formules les plus simples dont lapplicatiou se présente fréquem- 
ment dans les intégrales qui se rapportent aux fonctions elliptiques. 


= F ( c e)} 

J A . * l Formules principales. 

fàdp = E (c, p 


/ 
/ 
A 
f 




<h 

A* 
dp 310*9 
4 

dp cos* p 


A 

dp 


A C<*3 p 
dptzogp 

A 


= lE(c,p)-^p± 

= ^(F-E) 

= p (A tangp-f-£*F — E) 
= f. (A tang? — E) 
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y _ aA (ang . <P+F _ J E 

C - — ^ — s= aA tang ~ p + aF — aE 
J A co»*‘ÿ ° 

r_^!î_ — £ tang p -f- F — E 
J cn'f 

/A</<p tang’p — A tang p - 4 - F — aE 

/A’</<p = -„ A sin <p cos p + - ■ 3 ac * E — ^ F 

/Arfp sin’p = — -j A siu p cos Q + E + ^ F 

I 4-c* b 9 

fà.dp cos* p = 5 A sin Ip cos <p -f- E — j^F. 
Toutes ces intégrales sont prises à compter de <f = o. 

De l intégrale Jy /^ + Cx + , x *-+- *'* r )’ 


(1^9). Cette intégrale où le polynôme sous le radical manque de 
second terme , est généralement réductible aux fonctions elliptiques 
de la première et de la seconde espèce. 

En effet, si on décompose le poljnome a-f-Cx+ «x 4 en 
facteurs réels du second degré , de cette manière : 

4 =«(x*+ Xx+f . *) (x‘— Xx+i'), 
et qu’ensuite pour faire disparaître les puissances impaires de la 
variable sous le radical , on suppose x == Y'py' > OB aura > P our 
déterminer p et y, les équations 

npq -\-X(p + q)-4- 3p. — o 
ipq — x\p q) -\- 3* = 0 , 

lesquelles donneront toujours pour p et q des valeurs réelles , en 
prenant convenablement les valeurs de X, p- , 1 ( art. 5 ). 

Cela posé , si l’on fait pour abréger, 

M s= p' — V + » = (p— T A) (p— q ) 

N = y* — Ay + 1 = — (q — i X) (p —q) 

P — p % -|- >p + M = (P + î x )(P l) 

Q := y* + Ay -J- /* = — (y + ï *0 (P — 9 ) > 
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■T* + ?J + J»= f tyy 

x-_ax+;==^:, 

et la transformée en jr sera 

V — (a — ni C li ) , K/ l +^‘+ m ( l +>>‘3 

” w P) J (I +>)* V'C* (P+Qr)(M +>>•)! 

Soit pour abréger , Y = \/[t (M -f~ N;*)] , on aura par , 

le développement de la quautité précédente, 

V = (m + q‘) (q -p)/^ - 2q{q - p)'f + (^ p yf ( -JL^. 

Mais par la différentielle de — - — , on trouve 

i +y ’ 

Substituant dans cette quantité les vaîêurs de M, N, P , Q, onaura 

d (-, l^)== C?’— • (y ‘ r ï ) “ l * +*l(‘I—py • ô^ÿÿ— (9- P)* • ( , 

De là on tire 

■ • 

• ~+(f- i **) (9-P) f^Mn^){9-p)f d 4- 

Or les intégrales J'y , J'^y^ te ramènent par les transformations . 

connues, aux fonctions elliptiques de la première et de la seconde 
espèce ; donc l’intégrale V ne dépend généralement que de ces 
deux fonctions , et par conséquent peut être déterminée par des arcs 
d’ellipse. 


De l'intégrale Z 


r 

= j (i+^s*) v'( 




(140). Celte intégrale se ramène aisément aux fonctions ellip- 
tiques par les méthodes données dans l’article 137 ; mais le calcul 
mérite d'être développé dans quelques cas particuliers, à cause des 

a 6 
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réductions qu’ils présentent et qui peuvent jeter un nouveau jour sur 
l'usage des fonctions elliptiques. 

Supposons d'abord t positif, /x étant à volonté positif ou négatif, 
si on fait |/( i -f- rs*) =/, et ^ — i , on aura pour première 
transformée 


7 _ Wl r y <*y . 

a/» J («*+^5 \/(y— • > 


Cette intégrale peut se décomposer en deux autres ; soit pour cet 
effet , 

P = f- & 


et on aura 


>+y) •) 

Z =^r( p -Q> , 


L’intégrale Q se trouve immédiatement; car si on met au lieu d çjr 
sa valeur en fdTiction de 2, on aura 

Q — f~ ê? = S# arC U '*S P VS)- 

Ainsi la quantité Q est donnée par un arc de cercle si ft est positif, 
et par un logarithme si est négatif. Tout se réduit donc à trouver 
la valeur de l’autre intégrale P. 

Pour cela , soit / = î + x‘, on aura 


=/< 


a (i -f- x')dx 


— a) x*-+- a* — « -f- i) )' 

Cette intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont le 
paramètre est imaginaire, et nous avons donné pour cet objet les 
formules nécessaires. Mais dans le cas de a = a , l'intégrale P ne 
dépend que d'une fonction de troisième espèce dont le paramètre est 
. réel , et c’est ce cas dont nous allons développer le calcul. 

Ayant donc fait a = a , ou r=ç)ji2, il s'agira de trouver l'iutégrale 


'=/< 


a (i + x ) dt 

ix*+5) y&+ SsF+S)’ 
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Pour cela, soit r=ÿ 5 et x=rtangi<p; soit de plus c= i /(a— j/5) 
s= sin i5*, on aura la transforme’e 


d’où l’on tire 



i r* + cos p \ 

6r ' i — J *\n'p) * 


P — lT~ r ‘ T? _l r n / \ i i C dpcosp 

6r ‘J-r-ÇrJ (T-T m ‘ 




Pour avoir cette dernière intégrale, soit ^/(i — c*sin*p) = j<sin <p 
la différentielle ([ A deviendra — ~T? , et son intégrale 

sera ^log Q ^ ; on a donc 


p = ^ F + i n c- a + '"s 


On n’ajoute point de constante , parce que cette intégrale s’évanouit 
lorsque p=o, valeur qui répond à celle de z=o. 

La valeur de P dépend donc de la fonction elliptique de troisième 

espèce n ( — \ ) , et il faut examiner si, à raison du paramètre 

celte fonction ne pourrait pas se réduire indéfiniment à une espèce 
inférieure. 

Ayant le module c = ± \/( 3 — t/5 ) , et son complément * 
£ = ï V^C a + V^S), on voit immédiatement que le paramètre’ 
n= — t se rapporte à la seconde forme du a" 5o, et qu’eu faisant 

n = — i -f- b' sin* S , on aura sin*ô = - jr~ = 4 — a j/ 3 , ou 

sin8= t/5 — i. Or cette valeur de sin 8 est celle qui, suivant l’ar- 
ticle a4. Satisfait à l'équation F (b, 8) = £F'(£). Donc la réduction 
de la fonction n ( — j ) est possible, et elle s'effectuera par la for- 
mule du n* toa qui donne 


n («)=(« 


VA(M) N F , -y. WA (b, 8) A (r, y) 
o*âioÔco«0/ * * Y ' ■ b % »iq 6 co» 6 sjq <p coa 


Il s’agit donc dè faire les substitutions dans cette formule; or la 
valeur connue de 6 donne ^n'Tco» ' 8 c = F* on a ensu * le P 4 * - les for- 
mules du n* 57, V=ïi* sin 8 sinfl, (i -f-sin8), cos 9, = j — sin 8 


ao 4 PREMIERE PARTIE. 

= 2 — [/Z, sin fl,= r sin fl; donc V = On a en second lieu par 
les formules du même article , 


i . n i/<t sinâsinî, , l . n |/<t sin*9 sin 9, • 

vv = = ; arc tang — . — , -f-j — r~, arc tang — r— , — , — - L r . 

3 b i H- « • 1 3 b i-f-n — n cos'Scosô, 


Substituant les valeurs de 6 et 0 ,, faisant de plus n' = 4 * lang'p et 

, / A 

i/a = - , on aura 

«■in A A ' 


ain Ç COft p 
™ sin p co$p 


3A 


r rang $ , sin a cos p . rA tare a 
«c tang arc tang TT ^?.. 


Donc la fonction n ( — -j ) se réduit à la première espèce par la 
formule 


n C~ 0 =('— 7)^+3* arc lang r -^+larc ,an S 


+ r'A* 


Substituant cette valeur dans celle de l'intégrale P, on aura enfin 


I , /â-f-i rsineX , . rtangÿ . , rA tanga 

P =b> lo 8 U-;r,i.> ) + * arC tan S Ta + » arc ,an S 7 — 


+ r*A* 


D'où l’on voit que l'intégrale P devient finalement indépendante des 
fonctions elliptiques , et que son expression ne renferme que des 
arcs de cercle cl des logarithmes. 11 eu est par conséquent de 
même de l'intégrale proposée Z dans le cas ou l'on a a = 2, ou 




Si on veut avoir la valeur de Z lorsque s = oo , il faudra faire 


< p=-jr,cc qui donne P == ; d’ailleurs dans le même cas on a 


Q = ^;doncZ = ^. 


(141). Les réductions nombreuses qui se sont offertes dans Je 
calcul précédent, doivent faire présumer qu’il est possible de 
parvenir au même résultat sans le secours des fonctions ellip- 
tiques ; c'est ce qu’on va mettre hors de doute de la manière 
suivante. 

Remarquons d'abord que dans la formule Z , on peut changer à 
volonté le coefficient t en un autre /, pourvu qu'il soit de même 


: 
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signe, et qu’il suffit pour cela de faire z{/» — z'\/v'.Soil donc r = 3, 
ce qui donnera pour le cas que uous considérons fi — j , et la for- 
mule proposée sera 


-h 


Zàz 


Je fais z = 


(3 + OV0+3O 

— ; — , et i*ai la transformée 

I * 

4 Z =-a V •• 

* S )V'(* +**) 


(> 

Je remarque ensuite qu’en faisant 

— du 


M = 


■fû= 


+*’) 

— .r'dx 


N — f ~ f Jt 

J (1— X 1 ) t?(l -f-* 3 ) 

on aura jZç 2 ”’ (M — N). Il ne s'agit donc que d’avoir les inté- 
grales M et N. Pour cela , 

3 

Soit, 1 *. y (1 +.r , )= , on aura M = a~ 

> 3 J 1_ 

Soit , a*. y<(i -f-jr 3 ) = -^- , on aura N = a - î J' 

Ces deux intégrales sont donc de la même forme, et peuvent s’ex- 
primer par les arcs de cercle et les logarithmes. 

S’il fallait les évaluer séparément , elles présenteraient une diffi- 
culté ; car l’intégrale proposée devant être prise depuis z = o qui 
donne jc = 1 cl /=i , l’intégrale M contiendrait une constante 
infinie. 11 en serait de même de l’intégrale N ; mais comme nous 1 
n'avons besoin que de la différence de ces intégrales , on peut éviter 
entièrement l'infini par un mojen fort simple. 

On voit enefTet par la nature de la question , qu’on aura la valeur 
de Z par la seule formule 

• _ 3 C — dv 

X ~4jT^> 

xî/a 

pourvu qu’on preiine l'intégrale depuis (< = /=- 3 — — jusqu’à 

, V'O+x 1 ) 

*< = « = — — — — . L’intégration étant donc effectuée entre ces 
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limites toutes deux variables , on aura généralement 

z = » lQ g (r - - a ! u ' î - £ ) + t arc tang ~vr 

- +r ) - T arc Un s aJ vr- 

Si on veut avoir l'intégrale lorsque z = oo , il faudra supposer 
\/( i -j- x 5 ) = a > , a» étant infiniment petit ; on fera donc t — — , 


et u — 


_ V* 


ce qui 


donnera Z •, résultat conforme à celui 
4 

que nous avons trouvé par l'autre méthode , puisqu'on a dans ce 
cas = f 

(i4a). Revenons maintenant à la formule générale, et suppo- 
sons que » est négatif, ou, ce qui revient au même, considérons 
directement la formule 


z _ r 


dans laquelle nous supposerons » positif, /u étant à volonté positif 

1 p 

ou négatif. Si on fait \/(i — rs* ) s =j et a s s= - — t , on aura la 
transformée 


_3 ŸL c 

a/x J (« 3 




+/) v(‘— y-y 


qui peut se mettre sous la forme Z = • (P — Q ) , en faisant 


S ap 




f {*'— *y -f y) V(* — y 3 ) 
— y*«fy 

«’+/) vc* — yy 


Q-/f— =** 


On trouve immédiatement la valeur de la seconde intégrale 
pour avoir celle de la première , soit_y = i — x*, ou aura la nou- 
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velle transformée 


307 


P — /(xi— (a— «.) 


3(1 — x* ) dx 

x* + «* — « -f- 1 ) v^jr 1 - 


3 ) ‘ 


Cette intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont 
le paramètre est imaginaire , el elle peut être ramenée à celles dont 
le paramètre est réel. Mais dans le cas de tt= 2 , la solution se 
simplifie beaucoup et devient tout à fait indépendante des fonc- 
tions elliptiques ; c’est ce qu’on vérifiera aisément en traitant la 
formule 

p r a (,i—x')dx 

J C^-r3j v/(x>— 3 üc* + 3)» 

comme celle de l’exemple précédent. 

(i43). On peut aussi , dans le même cas, parvenir directement 
au résultat de l'intégration sans le secours des fonctions elliptiques. 
Et d’abord comme la valeur de y peut être prise à volonté , sup- 
posons t = 3 , ce qui donnera /* = j , et la formule proposée 
deviendra 

z =f » 

J (-3 — 1‘) 1/0-30 


Soit 1 — 3s*)=i — - , on aura la transformée 

3 r (1 — x*) dx _ \/Z C Sr'4-i* , dx 

a J (i+x‘)(3x* — 1 ) a J ox*+ ax 1 — 1 * 


V/(3x-f6x — j)‘ 


La première partie est rationnelle ; la seconde semble devoir se dé- 
composer en deux fonctions elliptiques de la troisième espèce , à 
cause des deux facteurs du dénominateur aac* — 1 , Mais si 

on examine les choses avec plus d'attention , on trouvera qu’en fai- 
sant i/(3x 4 +6x * — 1 )=px } la seconde partie devient — ~ » 

de sorte que la valeur totale de Z est 

ry 3 r (l X*) dx l /3 r dp 

(i + ■**) (Ïr* — 1 ) * J />■— 4‘ 

Ainsi celte intégrale se détermine entièrement pardes arcs de cercle 
et les logarithmes. 


A 
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Une pareille simplification aura lieu eu general pour la formule 

f (yx 1 — »)dx 

J (>■*' + «*+ + >*') ’ 

car si on fait le radical y/(a -f- £x’ +;x , )=p, celte formule 
deviendra fjrz~c +~'’ rt - : ^ uc, ‘ on f°rt remarquable et analogue à 
celle qui sert de base à la formule du n* 4 G. 


I, 'intégrale Ç- 


dz 

“3* 


— que nous venons de déterminer 
(3 ± *’) ^(i±3x*) 
dans scs deux différens cas, se trouve mcntiouuée, page 1 1 G, dans la 
liste que Fuss a donnée des ouvrages d'Euler ; mais le mémoire qui 
la coucerne n'a pas encore été publié. Nous avons voulu faire voir 
par un exemple aussi remarquable , que la théorie des fonctions 
elliptiques conduit d'une manière sûre aux expressions les plus 
simples des intégrales qui s y rapportent. 

(■44). Indépendamment des deux cas dont nous venons de parler, 
il y en a un troisième où l'intégrale Z ne dépend que des arcs de 
cercle et des logarithmes. C'est celui où l'on aurait 

z — f- , 

intégrale qui se rapporte à la formule générale du n* i3p, en 
faisant » = 1 , fi = — j*et a 3 = — 4 - On ne saurait alors éviter de 
rencontrer dans l'intégrale P des fonctions elliptiques dont le pa- 
ramètre est imaginaire ; mais la réduction de ces intégrales conduira 
à un résultat eutièrement indépendant des fonctions elliptiques. 
Nous- n’entrerons point dans le détail de ces réductions, et nous 
nous bornerons à prouver par une autre voie , que l'intégrale Z peut 
être déterminée par les arcs de cercle et les logarithmes. 

Pour cet effet, soit 1 -(-a* = 4y> on aura la transformée 

z = _s_ r y J y —, — , 

• a ^4^C'-y , )V(4y 3 -0 

Mais si on considère l'intégrale T =f — — — ;, et qu'on lasse 

J (r 1 — 1 y 

J f » ayv/3 t'dt dt tdy 

W -')= y - * » aura '= 

donc 
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t =- r ydy -4- r ydY 

ajt—y-r a J (l _ y) vTfr’-O’ 

Ainsi on connaîtra l’intégrale Z si T est connu; or il suffit de 

faire t , — u i > et on aura T =J'— — ~ ; donc Z se de'terminera 

par l'équation 

^ z = , — - Çy d - V . 

V 3 */ i — *? a 7 i—y * 

et par conséquent Z peut s’exprimer par les arcs de cercle et les 
logarithmes. 

Des cas principaux où Pon peut évaluer , par les fonctions 
elliptiques, V intégrale g) = , prise depuis 

x = o jusqu’à x = i. ' 


(» 4 5 )- Ces intégrales dont nous traiterons fort au long dans la 
seconde partie, peuvent se déterminer dans plusieurs cas par des 
fonctions elliptiques complètes de la première espèce. Ces cas sout 
ceux où l’exposant n est égal à l’un des nombres 5, 4, 6, 8 et îa, 
Nous allons les examiner successivement. 

PREMIER CAS, R = 3 . 

La seule transcendante à déterminer est 

(L'S-rfi f ** , 

W J Vi'-x*)’ 
et sa valeur déjà trouvée ( art 3 g ) est 

(7) == 2Ï + F 1 (sin i 5 ”). 


second cas , n == 4- 

(146). Il suffît encore dans ce cas , de déterminer la transcendante 
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l'intégrale par rapport à z devant être prise depuis z = o jusqu’à 
2 = oo ; or l'une ou l'autre des deux formes conduit au même 
résultat 

( 7 ) — F' (sin 45*). 

TROISIÈME CAS , R = C. 

(147) . Toutes les intégrales représentées par (P-'ÿ peuvent être 
déterminées dans ce cas par la seule trausccndautc 

/ 1 \ ir dx î ir/'rf* 

(t )= a 7 aJC0S ti Jvu+sy 

La première forme donnera , eu faisant ^ = 1 + a*, le résultat 
(')== aî 5 ”’ F' (sin ,5°). La .seconde donnerait , en faisant 

— =jr ' — i , le résultat f - J = a 3 3” 4 F 1 ( sin 75° ), et de ces deux 

■valeurs on déduit F' (sin 75*)= y 5 F,* (sin i5‘) , ce qui est une 
propriété connue de ces deux fonctions. 

QUATRIÈME CAS, R =r 8. 

f»;'* £ j ,'Ac^.Att 1 

(148) . 11 faut dans ce cas évaluer les deux transcendantes 

(O-^/wpjJ-^-î/çdTSS 
(i) = a î/Vo-**) ~ a * C0s 4 /Vôï* 4 )* 

La seconde, en mettant a:* à la place de .r , devient a”* 
et sa valeur est (7) — T ( sin 45*)- 

Pour évaluer l'intégrale nous choisirons la seconde forme 

où il s’agit d'intégrer la différentielle — entre les lùnites;s=o, 

z — 00. Supposons celte intégrale trouvée depuis z = o jusqu'à 
2=1, et appcloiuQ la partie comprise depuis 2 = 1 jusqu’à 2 = oc; 
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si l'on fait s = ^ , on aura la transformée Q = Ç , qui devra 

être prise depuis u= i jusqu'à u= o ; en changeant son signe , 
l’intégrale devra être prise depuis u = o jusqu'à u = i ; et comme 
alors on peut mettre z à la place de u, il est clair que l'intcgrale 

/ </' r 

> P r > se depuis z— o jusqu’à z =7 00 , sera égale 
à l’intégrale T = Ç , prise depuis 5 = 0 jusqu’à z= 1. 

Soit 1 -f- z* =.pz', on aura i + s 1 ) = a* ÿ(p '— - a ) » et par 
conséquent T= j ' > mais l'équation 1 -f- s* = pz‘ donne 

(p->)/r*+ dz =-Vü-~*) z 

donc on aura 


T = Ç - 1 ‘ ^ 

J I/O- a). W-*)» 


cette intégrale étant prise depuis p = a jusqu’à p = o 0. 
Soit p = a+f’,on aura la nouvelle transformée 

dq 


^ f V [(?*+ a +- y») (<r+ a — v a)] » 

qui devra être prise depuis y=o jusqu'à y = 00. Soit m'=.%-\-\/2 , 
y — m cot p et c‘ = 2 p'a — a , on aura l’intégrale iudefinie 

T = - f — — :=a - F (c. p), et l'intégrale complète 

T‘ = — F’fc) : donc enfin la valeur de la transcendante cherchée 

m ' " 

(0 Sera 

(i) = a -ip(c). 


On a vu d’ailleurs ( n’ 64 ) que pour cette valeur du module c 
à laquelle répond le module complémentaire b=y 2 — 1 = tang ~ , 
on a F 1 (c) = t/2F’(ê). Ainsi la transcendante Ç s’exprime éga- 
lement par a - ï F" (c) , ou par 2* F '(*) = 2* F‘ (lang 
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CINQUIÈME CAS, n = 13. 

(149). Toutes les intégrales comprises dans ce cas seront déter- 
minées, si on connaît les trois transcendantes 

( i\ trdx 4 * r dz 

7)= *‘/pc 7^ = 24 cos rJv cT+i^j 

( a\ 4 r xdx 4 ai r zdz 

5 J 3 — 2 cos I J V(i+*"ï 

/3\ \r x*dx ~ __z* f z'dz 

\Ù~ J V Ci-*’Ô — V(i+ï‘)’. 

les intégrales en x éunt prises dcpqjs x = o jusqu’à x = 1 , cl les 
intégrales en z étant prises depuis a = o jusqu à a = 00. 

La seconde et la troisième se ramènent immédiatement aux for- 
mules déjà intégrées. En effet, si au lieu de x' on metx, la seconde 
formule donnera 

(0= a " i /v^ !=3 " 3 '‘ F,(sin,5,)i 

et si au lieu de x 5 on met x , la troisième donnera 

Venons maintenant à la première intégrale qui paraît présenter 
d’assez, grandes difficultés. 

En choisissant la première forme , il s'agira de trouver l’intégrale 
X= f y (f ^ depuis a: =0 jusqu’à x= 1. Pour cela , je fais 

*• = q , d’où je tire successivement ^ -f* -r 4 = y* + 3- . 

ï »-*‘=?’+ 3 ?, 1 ~ *'‘= x ' (?+ vt ë **) = 

il reste à trouver la valeur de or de l’équation ~ — x ‘ = q , 

on déduit ^=ï<7+t/(ï?*+0; donc — ~=^dq+{. 3 , 

donc enfin la transformée sera 

v _ . r . , r JqVq 

” V VW+îq ) V VCv‘4-3). VC<?’+4)' 


•f. 
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ces deux nouvelles intégrales devant être prises depuis q = o 
jusqua (j = <x . Si dans la première on fait q = p' , on aura 

f = f ; ceUe int «g ra,c <ï ui doit élre P risc «gaie- 

ment depuis p = o j usqu'à p= oo , se trouvera par la formule du u* 38 , 


et on aura pour résultat j 


dq 


v'i.q'+Sq) 


-j- F’ (sin 45 ’). 


(i 5 o). Il ne reste donc à trouver que l’intégrale 

n r r d iv'<i 

” J V / [(v’+ 3 ) 4)1 Jv 


V / (Y , + 7 9 ‘+ la ) ' 


cette formule rentre dans le cas vu de l’art. i 3 ? ; on fera doue 
ni*= 12 et <7*-+- m* = qz , ce qui donnera d'abord ÿ 4 + 77* -f- 12 


= 7 * (a*“ a «’+ 7 ) » ct Q —f 'yfa L.JX-7 )' MaiS de ^'équation 
q'-\- /n* = qz, on déduit successivement 


2 , 

q -j- m = q‘ /(;+ im) 

I 

» q — m = rfc <7* i /( z — a/n ) 

2 q* = /( 3 + an» ) =b j/( s — 2m ) 

»“ï == — i* — — Ü — 

“ ’ p'(i-f-am) V'C 1 — S" 1 ) 

Donc on aura la transformée 


«=/w 


îd* , 

am ) . UC*’ — sm‘+ 7) 


”./V(*— * 


** 


\/(a— am). y(ï“— 3m-+7) * 


le double signe rfc est relatif aux deux valeurs de q qui répondent 
à une meme valeur de 2. La quantité z a pour maximum , z= 2/n, 
lequel a lieu lorsque q = m ; et la correspondance de ces deux 
variables est telle , que depuis q = o jusqu a q = m , la valeur de a 
décroît depuis 2—00 jusqu’à 2=3 m ; et depuis q=rn jusqua q=tx > , 
la valeur de 2 croit depuis 2= a/n jusqu’à 2 = 00. 

De là on voit que depuis q = o jusqu’à q = m , l’intégrale Q sera 
représentée par la différence des intégrales 


fv it— a 


_dz 


-A 


idz 


' a/n )V'( i *-‘“ a,n *+ 7 ) J l/'C* 3 — 7 ) 9 
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ét la sortwfle «le <îes intégrales représentera l'intégrale Q prise depuis 
q — m jusqu’il fj = os. Donc en ajoutant ces deux parties , l’intégrale 
totale Q sera exprimée par la seule intégrale 



dz 

— a m) l/O 


am“+7) 


Soit : = 2 et on aura enfiu la transfomie'e 
«-/» =*■ 


V'(P'4-4 m P'+ aTO ‘+7) ’ 


laquelle devra être intégrée depuis p—o jusqu’à /> = ce, Com- 
parant cette intégrale à la formule du n* 58 , et faisant c = 

Où aura pour résultat Q— 4 sin i5”.F’(c); donc 


X = — — F’ ( sin 45’) + sin i5’.F‘(c); 
ap 3 

et enfin la transcendante chcrcbée 

^ = JXss 2“* 5" « F 1 sin (45’) 2* sin *5° F’(e). 

Ainsi les transcendantes nécessaires pour faire connaître toutes les 
valeurs de l’intégrale fia ,is le cas de n = 1 2 , se déterminent par 

les trois fonctions complètes de première espèce F* (sin 45*), 
F‘ (sin i5*), F’(c). 


(i5i). Cherchons maintenant une autre valeur de la transcendante 
au moyen de l’intégrale Z = » prise depuis z = o 

jusqu'à a = ». J’observe que si on prend d'abord celte intégrale 
depuis 2 = 0 jusqu’à s tas 1 , qu’ensuite pour avoir l'antre partie 

depuis a = 1 jusqu'à 2 = os, on mette ^ au lieu de 2 , on aura, par 
la réunion des deux parties , 



dz ( 1 4- b 4 ) 

P r O + * ,, j 


9 


intégrale qu'il faudra prendre depuis z = 0 jusqu’à 2= 1. 
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Soit j -f- 3 4 =* pz' f on aura 1 -f- z" == 5® ( p 3 — Zp ) , donc 

dz (i 4- i 4 ) dz p . i in . . , 

Fchm 71 ) = T • VC/-W) : ma,s de 1 equaü ° 11 1 + s — p z > oa 

tire — = - . -77 ^’ — -t? ; donc on a la transformée 
* a l /(*>’— 4 )’ 


z= r__i_rfpv> 

7 y(/»’ — 7*‘+ '») 


laquelle devra être intégrée depuis p= a jusqu'à p = ce. 

Celte formule est semblable à celle que nous avons traitée dans 
l'article précédent; on fera donc de même m 4 = 1 3 , p' -f- «1*= pv } 
ce qui donnera * 

p -i- m az p' »/(*'*+" 2OT ) 

£ 

p m =z p* y/ (v — a m ) , 


et il faut remarquer qu’il n’y a point ici d'ambiguité , parce qu’on 
a toujours p > m. On aura ensuite 


p* — 7 P‘ + » 2 — m p‘ ( ^ — 2 "»*— 7) 

2/7* = y/( •» + 2,n ) •+■ t/( v — ) 

— ~ . ±dv ~df 

P ‘P y (v -j- am) ' y (v — a m)’ 

donc on aura la transformée 


if 


dy 


i_ i f 

y’— am*— 7)” V ^Cr — 




am) p^i/ 1 — am’-f- 7)’ 


dont les deux parties doivent être intégrées depuis v = y/(am’-f-7) 
jusqu’à v = 00. Soit y {a m'-J-y) =2 -^ 1/3 = /*.» et y-f- 2n« = x*, la 
première partie deviendra 

f idv 

J p[(x’— am-f-jtJÇafr-am — #t)J 

Soit encore x*= et c* = - — — , onc= K/* , et la 

co»^ ’ ap ’ ‘+y3 ’ 

transformée sera ^ J' ^ > dont la râleur dans les limite* 


requises = 


V 4 * 
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On trouvera semblablement qu’en faisant b= la seconde 

intégrale a pour valeur — V= F' (P) ; et le module de celle-ci a été 

a y s/4 

désigne par b , parce qu’en effet d’après les valeurs trouvées , on a 
£*-f- c*= i , de sorte que ces modules sont complémens l'un de 
l’autre. Cela posé , en ajoutant les deux parties on aura l’intégrale 
cherchée 

Z=-i^ [F' W + F-(e)] ==È^=1 [F -(A) + F'(c)], 
a p a fi 4 

ce qui donnera cette seconde valeur de la transcendante ^ , 

( 7 )=’'* [F' (*)+ F' (e)]. 

Egalant les deux valeurs trouvées , on a une première relation entre 
les trois fonctions F' (sin 45") , F 1 (b), F' (c). Mais on peut en obtenir 
une seconde qui servira à établir les rapports des fonctions F' (b) , 
F'(c), tant entre elles qu'avec la fonction F'(sin45"). 

(i5a). Pour parvenir à ce résultat, il faut chercher directement 
l'intégrale 

M = /t-— — , 

J J/(l — x") 

laquelle étant prise depuis x = o jusqu'à x = î , sera la valeur 
de la transcendante (f). Soit d'abord x* i — y* t on aura la 
transformée 

M= f-i 21É2L , 

* y' (y * — 3y‘ '+ 3) 

qu’il faut intégrer depuis y = o jusqu'à y — i. Si l’on fait ensuite 

* = \/3 , y*-\-t'—y % z, ce qui donnera y' — î z — v/(-j z* — *>•), 
y*— ’bj 4 -+- 3 —y* (s* — ar’ — 3 la transformée en z sera 

m = — iA— ^ — + if ~ ■ 

J y(i‘ — a»’ — 3) •' l/(i* — 4r*). t/(t* — a»* — 3) 

Soit 2 * — a»* — 3 = u 4 , et on aura pour dernière transformée 
jtj r 1 u ‘ du P i u'du 


= c » u ’ du _ r * 

J V(“ l — a-’+3) J y (u* -! 


+ ».* + 3)’ 


d'où 
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d’où l'on voit que l’intégrale cherchée ne dépend que des fonc- 
tions elliptiques. 

En vertu des limites fixées , les deux dernières intégrales devront 
être prises depuis « \ jusqu'à u = 00 . Mais comme chacune de 

ces intégrales deviendrait infinie dans la dernière limite , il faut, 
pour éviter cet inconvénient , faire 


p =/(ïâ== 
Q=/C 


uVu 


Vi u 
du - 


+■ 5 ) 


■ 

-,)■ 


P(u' + ar‘+ 3)> 

Par ce moyen , les deux intégrales P et Q seront toujours des quan- 
tités finies , et après avoir trouvé leurs valeurs complètes P‘, Q', on 

en déduira M ou = ~ (P 1 +Q'). ’ 

(r55). Pour avoir l’intégrale P, soit £* = a j/3 — 3, et u‘ — 
t/( — £*) = />, ou u' — i p - i~~f on aura la transformée 

P = Soit ensuite p = € tang* et c* = £, ou aura 




•in’ ç) ' 

cette intégrale se trouve par les formules de l’art. 1 38 , et on a 

P— V / (KM aA *ang^-+-F(ip) — aE(f)J. 

11 faut maintenant prendre cette intégrale depuis p = o qui répond 

à u=z cx> j jusqu'à la valeur de p qui répond à u= 1 ; on a dans 

...... 1 — «/O - C’i 

cette derniere limite taug j p = , ou cos p = 


Or j’observe que l’angle p ainsi déterminé , est celui qui pour le mo- 
dule c= i/j, donne F (p) = JF*; car nous avons trouvé (art. a/j) 
qu’on satisfait à l’équation F (4)— i F‘, par les valeurs cos 4 = \z£, 
sin 4 — 1 — €)• Si ensuite on suppose F (p) ■+■ F (4) = F 1 , ou 

tang p tang 4 = g = V^ 3 > on eu déduira tang p — ou 

cos ? — \/ ( 7 ^) , ce qui est la valeur de p dont il s'agit. Au reste 

en faisant ** = a t/3 -f» 3 , ou aura plus simplement cosip=^^, 

siu ^ = ^T’ ù W=i( a — l )> » a,, gï? = jTj» si » 4 = ^7- Mais 

aS 


Digitized by Google 


ai 8 PREMIÈRE PARTIE, 

puisque la valeur de $ est celle qui donne F (?) = | F 1 , on aura en 
même temps par les formules du n* 3a, 3E (p)=aE‘-I-c*siu9siu4 
X ( a — siu 4 ) > ce qui donne 


£(*) = §£■ + $ 


et {/ a 


3 • («+.) 


V 


Substituant toutes ces valeurs dans celle de P, il viendra 


P'=iÿV'_Æ')+ v/(£> •(*—- S ■ ÇTTT)') 


(i54). Venons maintenant à 1’inlégrale Q. Si l’on fait 
=zu'-\- o, ou u‘ — , on aura d’abord Q = Soit 

ensuite q = a cos' <u , ’ et on aura Q = v/<* 
l’on lire 

. Q = ^/«.[aE («) — F (o*)] + const , 

le module de ces fonctions étant toujours c = j/j. 

Cette intégrale doit être prise entre les deux valeurs de « , qui 
donneutn=i et u= oo ; dans la seconde limite on a a = ;ir, 

et dans la première cos'ai = — — = Z— , ou cos'm =6 ; 

car des deux équations a' = a y 1 3-+- 3, 6‘ = a »/3 ~ 5 , on déduit 
<t‘S‘ = 3, ou aS = i/3. Mais puisqu’on a cos a» = \/€ , l'angle a» 
est le même qui a été désigné dans l’article précédent par 4 , et on 
a par conséquent pour la valeur complète de Q , 

Q’ = v/« . [aE> — F 1 ' — aE (4) + F (4)]. 

Or on a F(4)=iF', E(4) ~ i E’-h s sin 4 s * n V ( 1 -f- sin 4) » 
donc 

Si on ajoute maintenant les valeurs de P* et Q 1 , et qu'on ait égard 
aux réductions que fournissent les équations \/( J C ) = , 

et 4 = 6st*-f- 3 , on trouvera que les parties algébriques se délruisent 
mutuellement , et qu’on a 
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Mais le facteur y/«— V'hG ® e réduit à — -z=; donc enfin la valeur 

> y a* 

de la transcendante cherchée 1 — f— Q 1 ) sera 

(i)=^,C»E-F'), 

où l'on a »= j/ î, et ï = r y/(i j/3) = ar cos i5\ 

Ce résultat peut encore se simplifier; car d’après la propriété 
connue des fonctions E', F 1 , dont le module est sin 4‘>% °n a 

~ =F'(aE' — F*); donc la transcendante s'exprime par la 

seule fonction de première espèce F‘, au moyen de cette formule 
très-simple 

. £ 

V 9 / arl/a* F 1 (sin#*) 

(i55). Soit pour abréger F' ( sin 45*) = B, F'(sin iS”) = C; 

_ I 

nous avons déjà trouvé ^ | = ~ C , g) = j B, et le résultat 

précédent donne = — ^-= . g; nous allons faire voir qu'avec 

ces seules données , on pourra déterminer la transcendante ^ | 


En effet il résulte des formules connues (') qu’on a 



v «in m 

)— 

3v/6 


e ‘6) = a 1 sin Cê y/ G ~ c),r^ ) > w elant ~ ou i5°, et M, représentant 
la transcendante > de ^ on tirera 

• * 4 

-, / 1 \ a’*B o’ 1 coi >5* ,, 

M ' =Cl) = - 5 - = 3 B - 

Ainsi la transcendante ^ ^ 11 e dépend que de la fonction B. Mais 

les autres valeurs trouvébs de cette transcendante vont nous fournir 
de nouveaux résultats. 

Ou a trouvé par la première méthode (art. i5o) , 

I 

*5 


(l)“V B + a ‘ sin i5*.F’(c). 


(') Voyez les articles y et 18 de la seconde Partie. 
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Donc en comparant ces deux valeurs , il en résultera 

F- (?) = I R = 21^ F' ( sin 45* ). 

Si on compare la meme valeur à celle qui est résultée de la seconde 
méthode (art. i5i ) , on aura 

2 ^- - B = a" t [F- (b) + F 1 (c)] ; 

donc F 1 (b) + F' (c) = 8,C g l5 ° B = 4F 1 (c) , ou 

F«(i) = 3F 1 (<•■)■ 

Ainsi l-’égulilé qui avait été trouvée par approximation ( n° 84) , 
se trouve confirmée par une démonstration rigoureuse , démons- 
tration qui pouvait être regardée comme un problème d'analyse 
fort difficile. 

Le module r et son complément b qui donnent lieu à cette ré- 
duction singulière , sont tels que si on fait c = siu 6 , b = cos 8 , 

on aura sin 28 = tang* i5% et tang ( 45* + 0 ) = ° U 

tang (45*— 8) = V^cos 3o°! 

On voit de plus que les fonctions F' (b) , F' (c) s'expriment l’une 
et l'autre par la fonction F 1 ( sin 4'î*), de sorte qu’on a 

F ‘(r) = F‘ (fin 45* ) 

V a 7 

F'(*) = av/S.cos i5*.F‘(*in 45* 

Ces rapports sont d'autant plus remarquables que les fonctions 
F 1 (b) , F ’ (c) sont jusqu'à présent les seuls exemple^ de fonctions de 
la première espèce qui aient un rapport connu avec une autre 
fonction de même espèce F' (sin 45°) , sans que les deux fonctions 
comparées soient comprises dans une même série ou échelle formée 
d’après un module donne, et sans qne leurs modules soient complé- 
mens l'un de l’autre. 

FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 
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SECONDE PARTIE. 


DES INTEGRALES EULÉRIENNES. 


• V^Juoique le nom d’Euler soit attaché à presque toutes 1 <& théories 
importantes du Calcul intégral, cependant j’ai cru qu'il me serait 
permis de donner plus spécialement le nom d 'intégrales Eulértennes, 
^ deux sortes de transcendantes dont les propriétés ont fait le sujet 
de plusieurs beaux Mémoires d’F.ÿler , et forment la théorie la 
plus complète que l'on condBsse jusqua présent sur les intégrales 
définies. 


La première est l'intégrale f-— — — qu’on suppose prise entre 

\/(i — r*) 1 ' - * 

les limites .r = o, x = i . Nous la représenterons-, comme Euler, 


par le caractère abrégé (JÇ)- 

La seconde est l’intégrale fdx (log ^ , prise de même entre 

les limites x = o,x = i. Euler représente cette intégrale par le 
symbole , en supposant que a soit égal à la fraction ration- 
nelle ^ ; nous la représenterons plus r généralemant par T (<i) , et 

nous regarderons T (a) comme une fonction continue de a. 

Ayant pour objet de réunir dans*cet ouvrage tout ce qdc la théorie 
des transcendantes, et Surtout celte des intégrales définies, offre de 
plus remarquable , j'ai dû y comprendre la théorie des intégrales 
Enlériennes. C'est pourquoi je la donne ici , à quelques additions 
près, telle que je l'ai déjà publiée dans les Mémoires de f Institut t 
pour l'année 1810. 
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SECONDE PARTIE. 


Des intégrales Eulcriennes de la première espèce. 


f 


(1). L’expression par laquelle nous désignons l'intégrale 


x*~'d.r 


t/( !-*■)- 


• , prise depuis x = o jusqu’à ce = i , est en général 


une fonction des deux exposans p et q , et de l'exposant n, qu'on 
regarde comme des nombres entiers. Mais nous supposons n cons- 
tant, et notre but est de comparer entre elles les diverses valeurs 


dc (?) qui répoudent à une même valeur de n, afin de réduire 

au moindre nombre possible les transcendantes que cette expression 
renferme. 

Nous observerons d'abord que les deux exposans p et q peuvent 
être échangés entre eux. En effet, si on fait x* = i — y*, on aura^ 


x p ~'Jx 

\/( 1 — X* )— » 


p(t-y)*-' 


x*~'dx 


et la transformée en y devra être intégrée depuis y = i jusqu'à 
y = o. En changeant son signe , elle devra être intégrée depuis 
y — o jusqu’à y == i ; et comme alors on peut mettre x à la place 
de y , on aura 

l/(i — x*)"-* 

ou, suivant notre notation , 

. : »)=(?)■ « 


ce qui est la propriété énoncée. 

• * 

(a). Il faut faire voir maintenant que si dans la formule 

l'un des deux nombres p et q est plus grand que n , la formule 
se ramène aisément au cas où p et q sont compris l'un et l’autre 
dans les limites 1 et «. Pour cela soit Z = «* ( i — x*y, on aura 
la différentielle 

d’L = kx k ~'dx (i — x") ,_l — (Æ-f-ra) x l+ "~ 1 dx (i — x*)' - ’. 
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d'où l'on lire en intégrant , 

Z = */r‘-'c£r (i — x*y~' — (k •+■ dje (i — •r*) r -\ 

Donc si on prend les inte'grales entre les limites j=o,J:=i J et 
qu’en même temps on suppose A > o, et /•> o , afin que Z, s’éva- 
nouisse dans les deux limites , on anra 


fx*+*~'dx Ci — .r')'— = yq —fx'-'dx ( i — x* 
d’où il suit qu'en faisant £-+-»=/» et/-=^, il viendra 

# \<// p + 9 — « \ g / ' ' 

Au moyen de cette formule , toute fonction dans laquelle on a 

p > n , se réduira successivement aux fonctions » e,c *» 

* jusqu’à un terme ( f~ • ’ ) ou dans lequel p' sera le reste de la 
division de p par n. 

Arrivé à ce terme , si de son côté q est plus grand que « , la fonc- 
tion ^ qui est la même que.^^, sc réduira successivement aux 
fonctions > etc - jusqu’à un terme ou 

dans lequel q‘ sera le reste de la division de q par n. 

De là on voit qu’on peut toujours supposer la fonction ^ ^ 

réduite à une forme où p et q soient compris tous deux dans la 
suite i , a , 3 n. 

(3). Cela posé , il y a deux cas principaux où on peut trouver 
immédiatement la valeur de ; c’est lorsque n est égal à l’un des 
deux nombres p et q , ou lorsqu’il est égal à leur somme. 

Soit, i*. q=:n, on aura immédiatement — /jc f ~‘ dx 

■yf # 

— + C, intégrale qui , étant prise depuis x = o jusqu’à x = t , 

se réduit à - ; d’où résulte 
P’ 


aa4 SECONDE PARTIE. 

Soit , a*. J p -f- q = n , ou p — a t q = n — «J on aora 

— fjf~'dx (i — x*) ‘ } faisant i — x'=x’z’, on aura la trans- 
formée rationnelle 

intégrale qui doit être prise depuis z = o jusqu'à s = as ; or par les 
formules connues (Eul. , Cale, intêg., tom. I, pag. a5a) , cette 

intégrale = ■ — - — . Donc si on fait - = t» , ou aura 

n siQ — - 
n 

(—)=~ :! — *(d) 

\n — a J un a* ' ' 

Excepté ces deux cas généraux , toutes les quantités désignées par 
sont des transcendantes plus ou moins composées, selon la 

valeur de n , et ne sont point susceptibles d’une évaluation exacte. 
Mais pour chaque valeur de « , on peut exprimer toutes ces trans- 
cendante? au moyen d'un petit nombre d'entre elles , et c’est l'objet 
des recherches suivantes. 

(4). Observons d'abord qu'en mettant /j-f-nà la place de p , l'équa- 
tion (b) donne 

On aurait semblablement 

/ P + _ P + <?4-n / p 4- an \ 

\ ? / p +« ' \ <7 / 

/ p+an \ __ p + ç+ an / p 4- 3n \ 

\ q ) p + an '\ q ) 

etc. 

Donc en général, i étant un nombre entier positif à volonté, ou 
aura 

1 ! V 

(p\ p 4-9 r + q + n p + q + an p 4- q + in / p - f i 

\q J p ' p-f-n • P+zn p + m \ q )' 

mettant 
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mettant p -f- r au lieu de p , on aura semblablement 

/ P+ r \ P+q+r p+q-fr-f-n p+q+r-f-an p-f q -f r-f tri / p-t-r+'-H . n \ 

\ q / p+r ' p+r+n ’ p-t-r-f-an " p+r-fin \ q /’ 

Divisons ces deux formules l’une par l’autre , et faisons pour 
abréger , 

jj. _ (f + ?Kf+Q 
P-Cp+q+O 

JJ' _ (P+9 + ”)(P + r-t->Q 
(P + ") (P + 9 + r + n ) 

JJ* _ (p-f-<t + 3 " ) ( Pd-r-f-an) 

( P + a») ( P ■+■ q + r -f an ) 


nous aurons 


etc., 


(O v ( p - 

~~r = M” M' M' M <0 — , . 

(rr) . 


( P 4- i + i . i» 


1 ' • V q 

Supposons r positif et < n ; alors il est clair que la quantité 

e > , + r ’V~ > ~ ' ” ) Sera p ' us P et ‘ ,e *I ue C + 'q~*~ ~ l n ) el P^ us grande 

que Car si on considère diverses formules qui ne 

diflerent que par l’exposant p ; comme ces formules désignent cha- 
cune l’intégrale, prise depuis x — o jusqu’à x— i, d’une cliffé- 


renticlle ~ dont le dénominateur est le même pour toutes , 

il est évident que l’intégrale sera d’autant plus petite que p sera 
plus grand. 

Mais la formule (b) donne 


/ P ‘ + ,n \ _ P + ? + ■ -1- / P+ i + a.n \ 

' 1 ' p-f-i-f-i.n \ <t ' 

Donc on a d’une part le rapport 

( p - ± ¥ ljl ) 


^ p+' + *+ » 


> » » 


»9 


9 
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et de l'autre ce même rapport q -i- "t"— Si l'on veut donc 

que ce rapport soit compris entre les limites i et i -f* j , il faudra 
prendre i -f- j > — — - , cl alors on aura 

(?) 


m 


+ 0 , 


k e’tant plus grand que k. 

On sait par cette équation combien on approche du rapport 
*(î)‘PrO j en prolongeant le produit 31“ M' M*. . . . jusqu’à 

un terme M c0 ; et il est clair qu’en continuant ce produit à l’infini , 
on aura la vraie valeur de ce rapport , laquelle sera 

— = M* M' M' M', etc. 

(*f) 

Maintenant si dans celte équation on échange entre elles les lettres 
<f et r, les quantités M", M', M', etc. resteront les mêmes, de sorte 
qu'on aura encore 

(?) 

M° M' M'M", etc. 

m 

Donc par la comparaison de ces équations, on obtient la formule 
générale 

«• 

Celte formule dont la découverte appartient à Euler , est une sorte 
d’équation aux différences finies , qui renferme presque toute la 

théorie des transcendantes (?). Et d’abord nous allons en déduire 

l’expression générale des quantités (?). 
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( 5 ). Les formules (c) et (d) donnent les valeurs exactes de la 
fonction , toutes les fois que l’un des deux nombres p et q ou 
leur somme est égale à n. Supposons maintenant qu'on connaisse 
de plus toutes les valeurs de lorsque p-\-q = n — i, et dési- 
gnons en général par A, la fonction Q " — , ensorte qu'on ait 


0^=^) = * CO- 

* 

On aura donc successivement (“f”) = A, , — A, ; 

p^) = A„ etc.; et parce que = on aura aussi 

A >> (j^Ts) ~ A ‘> etc » doQC en général 


A^. — i — 4^ — Aj 


•(g). 


D'où l’on voit que le nombre des auxiliaires A,, A,, A,, etc., se 
réduit toujours à '* a ou a , selon que n est pair ou impair. 

Par exemple, si n = 7 , il y aura trois auxiliaires A, = ^|^ 1 
A,= (^), A,= (J), puisqu’on aurait A 4 =(-) = A,, et A s = 


Sin=8, il n’y aura encore que trois auxiliaires A ,, A., A, ; 
car on aurait, en vertu de l’équation (g), A 4 = A,, A 5 = A, , 

As= A,. 

Cela posé, au moyen des équations (c), (d),(e) et des auxiliaires 
données par l’équation ( f ) , nous pourrons trouver l’expression 

générale de dans deux cas généraux, i\ lorsque p- q est 
< B ; a". lorsque p -+• 7 est > n. Voici comment on y parvient. 


(6). L’équation (e) donne immédiatement ^ — ') ‘ C~T~) ’ 

— Ç ° ~ ; substituant dans celle-ci les valeurs con- 
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nues parles équations (d) et (g), on aura 

( n — - a — i\ A a *in att 

i / *in m 


(h). 


Ainsi on connaît toute fonction dans laquelle l’un des deux 

nombres p et q est égal à l'unité ; si pour plus de simplicité , 
on met a à la place de n — a — i , on aura pour le même objet 
la formule 

(a\ A a sin(q 4 - O « f .^ 

• V i / tin o> ” ' 

La même équation (e) donne ^ ^ °~ a ) • Ç ~~ — 
et substituant les valeurs connues , il en résulte : 


/ n — a — ü\ tin (o +i) « 

S a / A, * tin « 

Ainsi ou a la valeur de toute fonction dans laquelle p *+- q 
ss — a. 

De l’cquation (e) on déduit encore immédiatement 

0=“) • (rr) = (r = T =s ) ■(--): 

ce qui donne 

/ n — a — 3\ A.. A.+, A,^ tin (q+i ) « t i n ( a -4- a) a 

\ a ) A,A, * tmaains* 

Ainsi on connaît la valeur de toute fonction dans laquelle 

p -f- <7= n — 3 . 

En général l’équation (e) donne 

<n — a — As /n — a — A 4- t 




)• 


et en mettant les valeurs tirées de l’équation (h) , il en résulte 

/n — a — As A^_|tin ( a 4- A — l) « / n — q — A 4- I 

\ a J Aa_, lia (A — 1 )« ’\ a 

Donc on aura en général 

/n — a — As A a A, +l . . , A , ,i_, tin (o4-i)*»in(a4-3)‘ l - • • t ‘ n (°4-A — l) » 


; ) 


A,Aj. , . Aj_ ! 


hq o «in a». . . sin ( r — i ) « 
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3ag 


C’est la ■valeur de toute fonction dans laquelle p -f- f] est 

moindre que n. 

(7). Pour avoir l’expression generale de ^ ^ lorsque p q est 
plus grand que n , observons que l'équation (e) donne aussi 

— a ■+• h\^ Ç n -P Ç 11 — a + ^ ( n — a -f- h 4 - 1^ 

Or par l'équation (b) on a 

par l’équation (i) on a 

( h\ Ay lin (A + 1)» 

1 / «in » * 

et par l’équation (b) on a_ 

/n — a -f- 4 \ sin ( <1 — k — 

\ 1 / ain » ’ 

substituant toutes ces valeurs, il viendra 

f n — a + k A, fin (/< + 1 ) — a-f h\ ... 

\ a ) k -+- 1 A. . , tin (a — h — I ) « * \ a )'"{)• 

Tout se réduit donc à trouver la valeur de ^ 

Or l’équation (e) donne 

substituant les valeurs connues , il viendra 

* 

( n — a 1 ^ l a gin et . t f^\ 

a / A * sin a» sin ( a -— * >) <* ••••••••♦*••• • V 111 /* 


De la et de l'équation (1) on déduit successivement 

* 

c 


a- 4 “ a \ 1 A, 


m «in et sin a# 


a ) a * A„_,À # _* * «in a* sin (a — i) * sin ( a— a ) » 9 

et sin • sin a et sin 3» 


i A | A -, 

fl / ^ Ai.iAe.iAj.} 


sin a» |in (a— i ) » »in (a — a) m sin (a — 5) <** 
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A.A....A, 


> sin « sin a*. . . sin ht * 


\ 


) h * A J _,A lf— •. . . A«_* sin a» sin ( a -f- i ) «. . .sia (a — A) * * * * 

Cette formule donne la valeur de la fonction lorsque p + q 
surpasse n ; ainsi en la réunissant à la formule (K) , on a généra- 
lement l'expression de toute fonction en supposant seulement 

connues les fonctions semblables pour lesquelles p-\-q =n — i , 
et on a déjà remarqué que le nombre de ces auxiliaires est ou 
■ ' , selon que n est pair ou impair. 


(8). La formule (n) pourrait être regardée comme une suite de 
la formule (k) ; et on n’aurait ainsi qu’une seule et même formule 
pour toutes les valeurs de p et q; mais alors ou aurait besoin de 
nouvelles auxiliaires A., , À_ I , A_, , etc. , et il faudrait en fixer les 

valeurs ainsi : A, = » 0° plutôt i étant infiniment petit , 

A, = ~~r~ — f > A_, = — A, , A_.= < — A, , etc. C’est pour éviter 

l’embarras de ces substitutions , surtout dans le cas de A,, que nous 
avons donné les deux formules séparément. 

Il est assez étonnant que l’expression générale des fonctions 

ait échappé à Euler; on voit cependant qu’il s’était occupe 

spécialement de cette recherche , par le pajsagc du tome V des 
Nova acta Petropol. , pag. ia5 , où il dit : Neque tawen lune adhue 
élue cl quànam lege omnes detemunationcs progrediantur , quando- 
qiudem valons certarwn fomudaruni conlinuù inagis evadunt coin - 
plicati. > 

Nous remarquerons . au reste que les formules (k) et (n) qui 
contiennent l’expression générale dont iL s’agit, peuvent être re- 
gardées comme l’intégrale complète de l’équation aux différences 
finies (e) ; de sorte qu’ou ne peut tirer de cette équation aucune 
conséquence qui ne soit contenue dans les formules (k) et (n). C’est 
ce qu’il serait facile de démontrer par les méthodes que l’on suit 
daus ce genre d’analyse, et qui, pour la pli^part, ont été iudi- 


k 

V . 
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quees par -Lagrange dans les Mémoires de i Académie de Berlin , 
an. 1775. 

(9). Voici maintenant quelques formules particulières qui mé- 
ritent d'être citées. De l’équation (e) on déduit les deux suivantes , 

. •(=?*). 

multipliant ces deux équations entre elles , et mettant dans le pro- 
duit les valeurs connues par les formules (c) et (d) , on aura 

/TV ( 1 ^)= — ràL fr+-?Ir._ Cp). 

V// \n — 7/ (n — p— *- </)«n p* nnqi 

d'où il suit que la valeur de Q se déduit immédiatement de 
celle de qui est en quelque sorte son complément. On a 

en particulier , „ 

/ n \ /n — a\ aoeotnii _ ., . 

\ a J ' \a — a) n — 30 ****”" 

Ainsi connaissant les valeurs de ^ ^ lorsque a n’excède pas { n , 

on en déduit les .valeurs de lorsque a est plus grand 

que ; n. 


(10). Pour examiner plus particulièrement les fonctions de la 
forme ( “ ) » reprenons la valeur primitive de ces fonctions , 
laquelle est 

a 
a 

si l'on fait 

ou «*=ï±ï VT* — *■)» 

la transformée sera 

/. fl \ r z‘- l dz 


)=/-■ 




V^(| — x n )- 


a 3 a SECONDE PARTIE. 

Quant aux limites de celte nouvelle intégrale , il faut observer que 
les valeurs x"= o, x' =7, x*= 1 donnent respectivement i=o, 
z _ , t - — o. D'où l’on voit qu’il faut prendre deux fois l’intégrale 
en s, depuis 2 = 0 jusqu'à 2= 1. El comme alors rien n’empêche 
de mettre x à la place de a , on aura 


/a\ 1 - — Ç x‘~'dx: . 

W“ a J \/(> -■«••*) 


•W; 


cette intégrale est ainsi réduite à la forme la plus simple dont 
elle soit susceptible , puisque le radical n’est plus que du second 
degré. 


(11). Si dans celte formule on met n — a à la place de a , 
on aura 

/n — o\ -1+ — C ir 


de là et de l'équation (q) résulte cette formule remarquable 

/ ' x ‘~'dx C a« cot at 

1/(1— X-) ’J Vo— n — ao 


■(*)• 


(12). Puisque les fonctions ^ sont les plus simples entre les 
fonctions ^ ^ non comprises dans les formules (c) et (1), il sem- 
blerait convenable de les substituer aux auxiliaires désignées par A„, 
pour exprimer par leur moyen toutes les fonctions ( ~ 

Dans cette vue , désignons en général la fonction ( ^ ) par M. j 

comme on peut supposer a < j n, on aura par la formule (à) , 

-, A. A._., . . .A._,_, . sin (a-f 1) . sin (a+a)o. ■ .«in (n—a — 1 ) » 

^ ’ À,A,. . . A,_,,_, ’• sin» »in a«...*in( n — aa — 1 ) 0 * 


valeur qui, au moyen des équations = A, , sin (n — k ) a> 

= sin km , se réduit à cette forme 



A ,A,^., 
A, A.. 


. A„_, «in (a -p 1) w »in (q + a ) « — ainaat) 
■Afc., * tin* fia sv. ..«la aa 


.(‘)l 


d'où 
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d’où l’on lire successivement 

ir .sin 3 a» 

Al , = A . — * 

' * «ni» 

^ A.A$ sin 3o» sin 4» 

• À, * sin e 0 sin ao» 

jyj AjÀ^As sin 4* sin Sa» sin 6 «* 

3 ‘ A, A* * fin • sm a* sin 3* 

etc. 

Ces équations , qu’on peut mettre aussi sous la forme 


A, = 

M,. 

sin a 



sin a» 

A.A, 

M. 

sin* a* 

A, A, 

M, ’ 

siu3û> «n 4- 

A 4 A s 

M, 

sin* 3o» 

A.A, — 

Ml* 

sin 5 a> sin 


etc. 


( a )> 


serviront à déterminer les auxiliaires A, , A, , Aj, etc. au moyen 
d’un égal nombre de quantités M, , M, , M,, etc. j prises dans 
l'ordre convenable. On pourra donc exprimer par ces dernières 

quantités toutes les fonctions ^ ^ ) qui répondent à une même 
valeur de ». 

Mais il faut observer que ces substitutions ne peuvent s’effectuer 
que pour des valeurs particulières de n, et qu’ainsi par l’emploi des 
auxiliaires M,, ou ne peut parvenir à des formules aussi générales 
que le sont les formules (l) et (u). 

(i5). Considérons maintenant la formule 

V/(, — ae-) — 

si on fait x~‘ = £ -f~j \/(i — s") , on aura la transformée 




z‘~'dz 


V'C'-M") 


O), 


dans laquelle il faudra prendre l'inlcgrale depuis a = o jusqu’à 
s = oo , et qui d'ailleurs suppose a < £ ». Mais en vertu des équa- 

5o 


=54 
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tions (e) el (p) , on a 

/»—ag\ /_£a_\ _ /_ » \ 

\ o / \n — aj \a»in2uu/ J 

. ( * a \ s- f a N . /ï\ = . 

\o/ \n — o/ \n — o/ \a/ n sin <;j ' 

donc = a cos a<» . ou , en substituant la valeur donnée 

par l'cquation (v) , 


/ ' z‘~'dz 
P(l +**) 


(x). 


Cette formule n'a lieu que lorsque a est < i n ; si a est > -j n , on 
commencera par prendre la valeur de Q , laquelle sera 

et on en déduira celle de au moyen de l’équation (q). On aura 
ainsi, a étant > -j « : 


0 = 


sa — n «ni au 


. r 

’Jv (> + **) 


(y)- 


(i4). Si l’on compare maintenant les équations (r),(x) et (y), 
ou en.tircra les formules 


/ . x*-'dx r s* 

l/(i— x") J v(‘ 

S» 


V/(i— x") 


z —'lit 


, 4 -î") 


/ • z"~—'dz 
p/(i q-t" 


w» 


la première ayant lieu lorsque a est < j n , et la seconde lorsque a 
est > 7 n. 

Lorsque n est impair, si on fait dans la première équation, 
x sas i — y* et z =J‘ — î , les formules intégrales comprises dans 
les deux membres se réduiront l’une et l’autre à la forme 




y'Y-'fy 


f n.n — i n.n — i.n — a . . \ 

v - — r* + ,.53 y' - etc -; 
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on voit donc que la partie de cette dernière intégrale , prise depuis 
j = o jusqu à / = i , et la partie prise depuis/ = 1 jusqu a/= co , 

sont entre elles :: cos — : i. 

n 


(i5). Considérons de nouveau la formulg 


si l'on fait 
on obtient d'abord 


p \ p 3?-'dx . 

9 ) J n ' 

V^C* — x"Y~1 



(2) = a*"’« 

Soit p = aa et q = n — a , on aura 

( a a \ r 

)= a '/à*. — , 

et en achevant les substitutions, il viendra 



'~'dz 


% u+lm -'dz 
V ( i + 2 ") 



cela posé , il faut distinguer deux cas , selon que n est < | n 
ou >\n. 

Soit, i*. a < } n , on aura par les formules du n* i3 , 


/ aa N “ .. . 

/n— ao\ “ . . f *— * 

V 

\n — a J asinao* * 

\ a J “ ’ asm an-» ’J y'Çi-f-i")’ 


donc 



r z ‘~' di C(z- 

fl-f 1 j . 

<d * * 3 * 

OO 


V/(t-t -z‘) / o sm aa» 

Soit, a”, a > \ n, on aura par l'équation (b), 




mais en faisant a — n — c , on a 

fi a — n\ fn — 

— \T~ )> 


« 
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et par l’équation (v), on a 

n — ac Ç f* 

~ 3 J V (>+*')' 

Donc au lieu de l’équation (a') , on aura 



« + I n — i , 
z 4 dz\ 

Wü~+*)) 


an — n f z'—~‘dz 

an Jv'(‘+ Î ’) 


(b'). 


Au reste cette dernière équation se vérifie immédiatement au moyen 
de la fonction P = z" — \/(i -+- a") — 3% qui s’évanouit dans les 
deux limites , lorsque z — o et lorsque z = ao ; car si on prend 
la différentielle de cette fonction , et qu’ensuite ou l’intègre , ou 
trouvera 


I tz 


Cf ’dz\ an — n f z 

J \ 2 »/(• -P*")/ au 'J V'O +*") ' 

formule qui ne diffère pas de la précédente , parce qu’en mettant - 
au lieu de s , l’intégrale J sc c ^ ian g e cn J z" ) > ' cs 


limites étant toujours 3 = 0, z = 00. 


(16). Considérons enfin, dans la supposition de n pair, la 
rrnulc 

Ki-»*r 

on fait jc — * = 1 + z", on aura par la substitution , 

(^)“/Æ£)’ w 

l'intégrale du second membre devra être prise entre les limites 


: O , 3=00. 

laiulcnant , par la combinaison des équations (x) et (c') , 
icnt 

(2)=3 -“ cos 
« r conséquent aussi, 

Cfe£) = ^ sin **(l ~=r^- 


on 
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De ces deux-ci on conclura 


a 37 


G) = 2 ' * cotaiig W. 

d’où l'on voit que n étant pair, il suffit d’avoir les valeurs de ( | ^ 

pour tous les cas où a ne surpasse pas J a, et qu'ainsi le nombre 
des auxiliaires nécessaires pour déterminer toutes les fonctions 

( ^ ) qui répondent à une même valeur de n, se réduit à ^ ou n ~ a , 
selon que n est de la forme 4"» ou /\m -f- a. 


(17). A l'aide de l’équation (d') , on trouvera des relations entre 
les auxiliaires A, , A,, A 3 , etc. qui réduiront leur nombre comme 
il vient d'être dit. 

Pour cela reprenons la formule (t) , 

A a . ■ A,j_, tin (a ■+• I ) m «in (a -f- a ) a . . .tin aoo 

A,A, A,_, lin a sia an. . .«lu a» * 


elle donne , en faisant n = am , 

A„_„. A„_ <+1 ... A s __„,_, 8in(m — a+ i)«sin(m — n+a)»...9*n(om— la)u 
m—aj^ ‘ lin u sia a»... «in (m — o)v * 

* substituant ces valeurs dans l’équation (d'), et faisant les réductions 
dans l’hypothèse «<;»», on aura généralement 


A„A« + ,... t u _, - * sin (m — i)»sin(m — a)«...iin (m — n+l) « 
A._,A._,...A._. ’ sin a»un (a+i) « .,sin(aa— •!) » 


De là résultent, en faisant successivement a= 1, 3, 3 , etc. , des 
équations particulières qui peuvent être mises sous celte forme 


A._, = A, . a™ sin a> 

” sin 00) 

a a 4 a 3 ,<+5 sin 5 » 

A„_ 3 — -J-.3 

A A 5 A 7 1 - - . 

m -4 = —.3 “S»» T* 

etc. 


(f'). 


» 
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Elles devront être continuées jusqu'à ce que le nombre en soit 


(18). Par exemple, lorsque n=ia,il y a cinq auxiliaires A, = (v), 
A, = (*), A,= (jj), A 4 =(j), As = (f), entre lesquelles on a ces 
deux équations 

A s = A, .2* sin où 

* A*Aj 2 , _ 

A. = —j— .a 6 sia joê. 

A« 


De sorte que le nombre d'auxiliaires nécessaires se réduit à trois , 
pour lesquelles oii peut prendre A,, A,, A,. 

Si on préférait de prendre pour auxiliaires trois des quan- 
tités M, , il faudrait avoir recours aux équations (u) , lesquelles 
donnent 


A, = M.. 


sin 5> 
sin Jùt 


A*A 3 M, sin*. a-v 

A,A, M, * sin 3» sin 4» 

AjAs Mj sin 9 5a» 

AftÀ» AI a * siuôv eiut>M* 


Au moyen de ces équations et des précédentes, observant d'ailleurs ’ 
qu’on a a> = -^ , on trouve 

A, = a sin «.M, 

A. = 

A, = 3 isin«.M J ^/( B 3 ri; ) 

A À = 2* sia & . M* . 

4 COS 2â» 

7 

A s — ** sin*a».M,. 

(19). Appliquons ici les résultats que nous avons trouvés dans 
* la première partie, n" i55, et supposons connues les deux fonc- 
tions complètes de première espèce F' (sin 4^*) F' (sin i5°)=C. 

Si l’on fait comme dans l’article cité, r = )/$, on aura 


* 
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a5o 


Mi= îil£2ÜB 


M. = — C 

V 

M 3 = i B. 

Au moyen de ces valeurs, on trouvera 

*. = £•» 


A. = /(^.C 

l£(a 

a ' v sia « 


_ %/ ( ur »■■■ O y 


a 4 = 


-.c 


a 5 = 


a* r sin » 


Ainsi par les deux seules données B et C , on pourra déterminer 
toutes les transcendantes désignées par^ C ^ , dans le cas de /i=ia. 

Ces transcendantes , eu excluant celles qui sont déterminables par 
arcs de cercle, sont au nombre de Go, toutes différentes les unes 
des autres. On voit de pins qu’elles se détermineront rationnelle- 
ment en fonctions de B et C et du nombre puisqu'elles s'expriment 
rationnellement par les auxiliaires A, , A,, etc. 

Si on veut, par exemple , avoir la valeur de la transcendante 

^ on cherchera d’abord par l'équation (n) sa valeur en fonction 

de A, laquelle est 

© _ i À, sin « »in 9* 

a ‘ A,A 4 ' sin 5» sin 4^ fin 5« ’ 

faisant ensuite les substitutions et observant qu’on a u = ~ , il 
viendra 
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Formules pour évaluer par approximation les intégrales Qjl 1 

(20). Avant réduit au moindre nombre possible les transcen- 
dantes ^ ^ ^ , il ne reste plus qu'à faire voir comment on peut 

trouver par approximation , et d'une manière facile, la valeur de 
chacune de Ces quantités. . 

Pour cet effet, considérons d'abord la formule 



- r x M ~ > dx 

J — ■**)’ 


ot soit s/{ 1 — x" ) = 1 — y , ou x’= 3 ^ — y' y on aura pour 
transformée , 


©—'-VÎCr-ÿ 


cette différentielle étant développée et intégrée depuis^ - = o jusqu’à 
y = 1 , on obtient 

n — a a n — a . an — a a 

a n " n-j-a ' an . /pi ’ an -J- a 

, n — «.an — a.3/i — <2 a 

' an . 4n . tin ’ 3 n + a 

+ etc. 

formule dont chaque terme est moindre que la moitié du précédent. 




(ai). En général si on veut avoir la valeur approchée de la 
quantité f =f — x *~- — — , il faut partager cette intégrale en 


deux parties, l'une depuis x"=o jusqu’à x’ = j, l’autre depuis 
■r" s= { jusqu’à x*= 1. 

La première partie étant nommée P, on trouve par les dévelop- 
pemens ordinaires. 


P = 


_2 
a » 


(? 


n — q 1 

un * n-+*p 


n— -q. an— q 
un. 4 n ■ 


1 

’ an + p 


+ 



Pour 
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Pour avoir la seconde partie que nous nommerons Q , il faut faire 
■**= i — j*, alors on aura 


h 


"de 


✓(•—**)* 


1/(1— x*)— * 


et la transformée en y devra être intégrée depuis y" = ~ jusqu'à 
y" = o. Si on change son signe, elle devra cire intégrée depuis 
y“= o jusqu’à^" ss on aura donc 


Q = a -î(’iH-^i=£ * + 

^ \ Q * an n-f-<7 


n — p.an — p 


I- etc.). 


\<f ' an n-f -g * an. 4/1 an -f* 9 

Il ne s’agit plus que de réunir ces deux parties, et on obtient 



\p an n-J-p 


n — q I 


• s e- 


n — p 1 
an ’n-f*<? 


n — <7 . an— <7 1 

an.^n *an-f-p 

n — p.on — p 1 

an . ‘an+ç 


n—q.an-q.Zn—q i 
an.4A.6n * 3 n-f-p 

n-p.rxn-p.Zn—p i • . 
3n.4n.6n ’ 3 n+Â 


Les deux séries comprises dans cette formule sont toujours conver- 
gentes , puisque chaque terme est moindre que la moitié du précé- 
dent : on obvie ainsi à l’inconvénient que présenterait la méthode 

ordinaire , si on voulait intégrer tout d’un coup la valeur de ; 

depuis x = o jusqu'à x= i , ce qui donnerait la suite très-peu 
couvergente 


©-;■ 


n + P 


n — q . an — q 


an + p 


-f- etc. 


(O- 


Au reste, lorsqu'on suppose ^=17 = a, la formule (h') se réduit 
précisément à la formule (g') trouvée par une autre voie. 


(aa). Il ne sera pas inutile de chercher la valeur de la fonction 
, dans le cas où n est très-grand par rapport aux nombres p et q. 

Pour cela, soit p—oin ,q=eCn,on pourra considérer « et S comme 
des quantités très- petites du premier ordre , et*il faudra dévelop- 
per jusqu’au degré convenable les suites P et^Q; on a d’abord, 


en faisant -J = x 
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— f“ I ' Ê ■ I *— “ 

-+- etc. 




Développant la série renfermée dans la parenthèse , jusqu’aux 
quantités du second ordre inclusivement , et faisant pour abréger , 

A=*+î-+i-+ T +elc. 

B = x + (i+î)^ + ( 1 +ï+ ï)y + ctc. 

C = xH-£ + £ + ÿ-f-etc. 

on aura 

P = f* + ( A — Bff)a — Ca'J. 

Mais on a aussi a— = i — afa { a* (/a )*, etc. ; et d'ailleurs 
A = — log ( i — x) = — log ( i — £) =log a , de sorte qu’on 
peut supposer a - * = 1 — A* -j- j A’**; ainsi en effectuant les dé- 
veloppemeus, on aura 




P = — [t — B 6 a — (C + ï A*) «*]. 

na. , 

On aura semblablement 


q=± [. - B«£ - (C + i A- ) 
donc par la somme de ces quantités on trouve 

(?) = ï[= 4 ‘^“ CB + C+iA ‘ )( * +e):1, 

ou * 

(0='-^['- (B+c+;A,) “î 

(2d). Il reste à trouver la valeur de B-f-C, et pour cela nous 
considérerons pour uu moment B et C comme des fonctions d’uue 
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variable x ; nous aurons d'abord 


*43 


B-C=^-+(. + i)f + (i + i+|)^ + etc. 
C ^ ~ J: ^ - ( , +ï) x, + C , + *"^■ï)• r, +etC- 


* ■ *** 

1— X ‘ 1 X 

dx 


-f- etc.= • 


log(i — J) 


I— *)» 


donc </(B — C) = — log (i — x) , et en intégrant on a 
B — C = i log’ ( i — x ) , 

sans constante , parce que B et C s'évanouissent en même temps 
que x. 

On a ensuite 

; J. . , -• 

xdC . jc* , x’ - 

- 2F = x+ T 4- T + etc. = . 

donc 

dC = — ^log<t— x), 

et en intégrant 

C = — log x log ( i — x ) — Io § x - 
Soit x s= i —j , on aura 

f lo g x = f-? *°g (.'—r) = const + y -+-£ +|! + etc. 

Si donc C est «ne fonction de x désignée par Ÿ (x), on aura 
logx = const. 4- Ÿ (^) = const -4- Ÿ (i —x^ ; 

* y -r * f • ' 

donc 

Ÿ (x) 4- ♦ (i — • x) = const — log x log (i — x). 

Si on fait x=o, on trouve la constante=i'(t)=t + ^-, + ÿ + etc., 
quantité dont on sait que la valeur est -g- , de sorte qu’on aura 

r t-.-* r • 


2?, 4 SECONDE PARTIE.' 

Celte formule fait voir qu'étant connue la somme de la suite 

* (x) = x -f ^ ^ ^ + etc., 

pour toute valeur de x , depuis x — o jusqu'à x= 7 , on connaîtra 
la somme de la même suite pour toute valeur de x, depuis x= j 
jusqu’à x=i. 

(a4). Dans le cas particulier où l’on fait x = £ , l’équation ( l') 
donne 

*(0*5—* ( ,0 g>)*; 

donc dans ce meme cas , on aura 



mais on a trouvé B — C = log’ ( 1 — x) = j log*a = j A 1 ; donc 
B = C 4 - ï A* = - , 

et enfin 

(f) = ^(-T-S Cl'). 

C’est la limite vers laquelle tend continuellement la fonction (-)• 
lorsque n augmente de plus en plus , p et q restant les mêmes. 

C’est en meme temps une valeur approchée de lorsque 
p et q sont petits par rapport à n. Soit , par exemple , p = 1 , q= 1 , 
n= ja, on aura à très-peu près ^ ^ = 2 

Remarque sur quelques cas particuliers , où l’on peut 
sommer la suite désignée par 4 (x) , et deux autres de 
la même espèce. 

(a 5 ). On a vu dans les recherches précédentes , que la suite repré- 
sentée par 4 (■*)» est sommable tant lorsque x= 1 qua lorsque 
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x — 1. Landcn, dans scs Malhèmalical Manoirs , pag. 1 1 a et suiv. , 
a indiqué deux autres cas où cette même suite est sommable : nous 
allons faire voir comment on parvient à ces résultats. 

Ayant fait 4. (x) = x -f- ~ ~ -j- ^7 4- etc-, on en déduit 

<*4 (x) = dx ( 1 + l + ~ + etc . ) = - ~ log ( « — x) 

et 4 X ) = /-^log(i-x). Soit log x=p et log (t — x)z=q t 
' on aurait à la fois 

4 O) —S— <! d P , 4(1— x) = f—pdq i 
donc 4(x) -f- 4 ( I — x) = C — pq = 4 (1) — log x log (x — x). 

C’est l’équation (V) que nous avons déjà trouvée ; mais on peut en 
trouver plusieurs autres. 

/ d> jc 

— — log (1 -f-x) ; 

mettant p- ^ - au lieu de x , on aura 
donc 

4M +4 (r~i) = f lo s (* — ■ *) =— î lo s* (*—*)•’ 

On n’ajouft point de constante , parce que les deux membres s’éva- 
nouissent lorsque x = o. 

Mettant de nouveau f— au lieu de x , on aura 

1 -f* X 

4 (itt) + 4 (— *) = — i lo e* ( 1 + •*■)• 

Cette équation donne une valeur toujours Gnie pour 4(— x ), quelque 
grand que soit x, puisque 4 ( — x ) ne dépend que de 4 > °“ 

— — — est plus petit que l'unité. Mais comme dans le cas de x > i , 

la suite désignée par sera divergente, on ne voit pas 

quelle peut être son utilité , contentons-nous donc de considérer 
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les valeurs de 4 (-—x) lorsque x esl < 1 . Or on a directement 

4 (x) 4-4 (—«)»* (** + ÿ 4- Tp + etc.) = i 4 (x*), 

l’équation précédente peut donc se mettre sous la forme 

4 (^ 7 ) 4- »4(**) — 4 (x) = — i log*(i +x). 

Donnons à x une valeur particulière , telle qu’on ait x‘ = — — , 

ou x* + x= 1 ; si on fait ^ = — i 4- i > oa aura x = ^ » 

_ f— == g»= 1 — S. Donc 
* + 1 

î 4(i-0- 4(0 = -iiog *(‘+0 = -iiog*- 

Mais on a d'ailleurs par l’équation (V) , , 

4 (* — 04-4(0= g — 2 1°S* G » 

donc * i 

4C0 = £-i°g-c 

4(,-g)= ^-iog-c. 

Ainsi on connaît la transcendante 4 (x) > non-seulement lorsque 
1=1 et x = mais encore lorsque x — ê=— î4~ï et 
lorsque x=i — £ = | — î v/5. • 

(aC). Considérons maintenant la fonction 

<P (x) = x 4- ÿ 4- çr 4- etc. 

On aura d’abord p (x) =: 4 (x) — j 4 (x*) > ce q u ‘ se vériGe immé- 
diatement par les expressions en série de 4 (x) et 4 (x*). Mais ou 
connaît les valeurs de 4 (x) et 4 (x*) lorsque x = £ , puisqu’alors 
x* = 1 — £ ; donc on aura pour ce même cas , 

P (0 = T->g*e- 

Pour avoir d’autres valeurs de la fonction p , j'observe qu’on a 


% 
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d * (x) = dx (i + Ç 4- ~ + etc.) = ~ log (f±£) , 

^w=/s lo s(3' 

Mettons 1 x à la place de x, nous aurons semblablement 

1 T- X 

<p(T^0=/r^? ,o s *• 

Ajoutant ees deux équations et e fiée tuant l’intégration indiquée ; 
on aura 

(t ^3 = 9 C 1 ) + ï Jog * log (~). 

On a ajouté la constante 9(t)> afin que les deux membres soient 
égaux lorsque x = o. Quant à la valeur de <p( i) , elle se déduit 
de l'équation i p (.r) = 4 {x) — j 4 (•*•*)> qui donne 9 (i) = ^(,) 
= ÿj de sorte qu’on aura 

i log ar log (~). 

Donnons maintenant à x une valeur particulière telle que -qj- = .r, 
il en résultera x = y/ a — i = y ; et d'après celle valeur , on aura 

?(>) = y — ïl°g>- 

On connaît donc quatre valeurs diverses de 9 (x) , comme on en 
connaît quatre de 4 C*) i car la valeur connue <p (6) en fait con- 
tre une autre 9 (f^|) , ou 9 (26 — i) == <p( y/5 — a). Ainsi les 
valeurs de x pour lesquelles 9 (x) est connu, sont x= i , x=6 
= — r-t-ï t/5, x = aÇ— i = y/ 5—a , x =y = )/ a — j. 

( 37 ). Pour pousser encore plus loiu ces recherches, considérons 
la fonction 

A (x)= ■*‘4- ^- 4-§r 4-|r 4- etc. , 
qui en général est une transcendante fort composée, puisque c’est un 
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problème assez difficile de déterminer par une suite convergente , 

la valeur de A (i). On aura-d'abord par la différentiation 

d\(x) = dx (\ 4- £ + Jr + etc.) = ^ 4 (x) ; 
ce qui donne A (x) = J'~~ 4 ( x ) > ou 

A(x) = log x-4 (x) + logx log (i — x). 

Faisant comme ci-dessus log x — p , log (i — x ) = q , on aura 
A (x) = log x. 4 (x) +fpqdp , 
d'où l’on déduit, en mettant i — xà la place de x , 

A(l — x) = log (i — x)4(t — x) +fpqdq. 

On aurait semblablement A (— < x) = 4 ( — x ) , °u 

A (— x) = log x. 4 C— x) -\-j' ~ log x log (i + x). 
Mettons dans celte équation - à la place de x , il viendra 

A (— ~) = log ^ . 4(— 7 ri) (/»—?) 

Ajoutant ces trois équations , et effectuant les intégrations indiquées, 
on aura la formule générale 

A(jr)-f-A(i — r)ï r A (i) + logx. 4 (x) 4- log ( 1 — x) 4 (i— x) 

+ ~~ i + lo s 7 ™ 4-(— 7 ~.) + logxlog‘ ( 1 — X)— Jlog’(i— 

Soit x=ï,le premiermembre deviendra aA(î)-f-A( — i); etcomme 
on a en général A(x)-|-A( — x) = ÎA(x*), ce qui donne A( — i) 
= — JA(i), on trouvera 

ft) — i A (i) = A («) -f- a log i.4 (0 + ï log 5 (}). 

Substituant la valeur connue de 4 (£)» il viendra 

i A (.) = A (i) + £ log (a) - K log a)’ i 

d'où 
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d'où l’on voit que A ( 4 ) peut se déterminer par le moyen de A (i) ; 
et réciproquement A ( i ) peut se déterminer par le moyen de A(j), 
ce qui est uue première manière d’exprimer la transcendante A (i) 
par une suite convergente. 

En second lieu, si on fait x= « — £ = £*, € ayant la même 
valeur que ci-dessus, la formule générale donnera 

A( 6 )-f-A(£*)+A( — £)=i°g 6 [34 (é*)+ 4 (S) +4 C — O] 

+ A (0 + > log’f- 

Mais on a 4 (^) -f— 4 C — 0 — ï 4 A (^)-|-A (— ^)— = 7 A ( — f*) j 

donc 

| A (C*) = J log C 4 (£•) + A 0 ) -f- | log’ 6 ; 
or on a trouvé 4 (6‘) = 75 ~~ log*£; donc enfin 

a ( 0= î A (£•) — Y lo e e + I lo 8 5 e - 


Ainsi la quantité A (1) qui représente la suite r — (— d- — f— A. _j_ A_ etc., 

* peut se déterminer par le moyen de A (S*) , c'est-à-dire par la suite 
convergente 6* + + + -j-f-ctc. , dans laquelle £‘= 4 ( 3 — 1/5), 

quantité plus petite que o, 4 - Ces formules ont été données sans dé- 
monstration dans l’ouvrage cité de Landen , pag. 118; et jusqu’à 
présent on n’est pas allé plus loin dans la théorie de ces sortes do 
transcendantes. 


/"* log - 

Considération des formules intégrales J — — , 

^ . .. ' ^ t/(i— x-)-« 


S, 


xr-'dx log* 


-, etc. Théorème très remarquable sur 


{/{ 1 — x* )*-* 

la première de ces formules. 


(a8). Si on désigne par Z la fonction ^ ^ ou l’intégrale 


f- 


xr-'dx 


-, prise depuis x = o jusqu'à jr= 1 , les différentielles 
v(i— x ")— * 

successives de Z, prises en faisant varier p seule, donneront les 

3 a • 
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nouvelles formules 

Æ l dx Io « i 

dp 

t/(i — x*y- » 


<W7. 


~/P 

V/(>- 

z_ 

- // - 


l/(i — or")— » 
1 


<rz 

dp 


B, J*xf~'dx\t>£ -• 

f. / n 

47 ./f, »" M>-< 


y/( i — x* )"-< 


etc. , 


ces intégrales étant encore prises depuij x = o jusqu’à x = i. 
Comme on a généralement par la formule (!'), 

_ i , n—q l , n — q.on—q i n — q.on— a.3n — o 1 , 

Z = - + — — 1 . — ; 2 Z . ; 2 L 1 . + e tr 

p n n+p n . an ait— t — /j n an. an J/t-p/t 

on en déduit par des différentiations successives , 


f 


^“•dxlog i 


v(. —•**)" 


-J— + i-.v an T?. — ! j-etc i 

/>• n ("+P)’~ "-an (an+/>)* T j 


1 /’xe~'(fr1og*- 

- f ° jç i n — q i n — ç . on—q i 

» '("+/’)' ' «.an ' (an-f-/>) :1 ^~* tC ' 

l/(i — x")*"’ r ■ ' ' r 

J f*xP~'dx Ing 1 - 

— = / ° * i , n—q i n — q on — q i 

a ’V a , ~>' + « ‘(«+p) 4+ n.=« ' C a ' , +/’)' +e C 


» (m'). 


l/(i X")**» 


etc. 


Mais ces suites ont l'inconvénient de notre pas suffisamment con- 
vergentes. * . • 


(29). Pour avoir ces memes valeurs exprimées en suites plus 
convcrgeules , il faudrait partir de la formule (lé), et la différeatier 
par rapport à p , autant de fois qu’il est nécessaire. 

En la différcnliant une fois , on aura 
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/ x^~'dr log - _ f 

f _ » ’lng ari . n—q _i n—q.in—q I 1 etc ~1 

„ _ xT - ( n Lp an ' n -H> an -4 n * »»-H» J 


+ a -.Ti+î=? 

' L/>* 2/1 (n-f-p)* 


n— ç. an— <7 


1 


4- a" 


a». * (an -HO* 
i n— p.an — f / i 

a/* ’ a/i .4n(an-|-i/) \/i — p 


• etc 


] 


-X-) 

an— p/ 


n p. an— p. 5 n p / » 1 ^. 1 . .V 

~ 311.4n.bn. ( 3 /i-f-o) \/i — p an — p 5 n — p/l 


c * c - 


Ces suites sont convergentes , puisque chaque terme est moindre 
que la moitié du terme précédent ; mais leur forme est compliquée , 
et elle le deviendrait davantage dans la différentielle du second 
ordre ou d’un ordre plus élevé. C’est pourquoi il convient d'avoir 
recours à d’autres moyens si l’on veut évaluer facilement les inté- 
grales dont il s’agit. 

’ . . f'x'-'dx log - . 

(5o). Désignons par ç f - J l'intégrale f - -, et par 4 f-) 

q J t/('— x')—< .. 

le rapport de cette intégrale à la fonction ( ~ déjà représentée 
par Z , eusorte qu’on ait 

- 4(î)=îP; • ■ . 

suivant ce qui a été dit (art. a8), on aura 


»(:-)=- 


az 

dp 


I / p \ dt 1 _ d (I. g Z ) 

■*{-) — — ip'z— djf — • 

Mais puisqu’on a aussi Z = ^ ^ ^ , il en en résulte 

• ■ £=-*(})■ 
où il faut observer que <? ( ^ ) n cst pas la même chose que f ) 
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I,a différentielle complète de Z ou de^^ pourra donc être 
exprimée ainsi : 

'(') — **(')-' ■*(;) 

(5i). Cela posé, si on prend Icqualion générale 

qni peut être mise sous la forme . 

Jog Q 4- ] og (e±5) = log Ç) + log (?±S), 
et qu’on la différent»! par rapport à p, on aura 

© m © (tO ’ 

ou suivant les dénominations établies , 

+ ©+4(^0= 4 © + 4(^0 » 

La même équation étant différentice par rapport à q , donne 

^ © + + P?) = ^ C"+"r) 

La différentielle par rapport à r donnerait un résultat de la même 
forme que le précédent, et qui y serait par conséquent compris. 

On peut de plus faire voir que l’équation à quatre termes (p'), est ' 
. comprise dans l'équaliou (q') ; car de celle-ci on déduit , par la per- 
mutation des lettres p et q , 

et de cette dernière on conclut, par l’échange des lettres q et r, 

• +©++e-*)=4©F,). 
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4©-H(»)=4(?)++(*0- 

ce qui est l'équation (p'). 

(3a). De là on voit qu’il suffit de considérer l'équation à trois 
termes (q') , et c’est de cette source que nous allons tirer toutes 


les relations qui existent entre les diverses quantités 4 > qui 

répondent à une même valeur de n. 

Parmi les quantités on distingue celles de la former » 

dont la valeur est ^ ^ ^ ; il en résulte = et par 

conséquent 

+G)=i ■ •’ (o, 

première formule qui servira à la réduction des autres. 

Parmi les mêmes quantités , on trouve en second lieu la formule 
remarquable « 

\n — a) sin am 9 

d’où Ton déduit , en prenant la différentielle de chaque membre 
par rapport à a, 

T ( a ) | . " ,c0>c « 

\n — a J 1 T \ a / 5in’«» 

Cette équation étant, divisée par donne 

4 (db) — + Çïr ) = * 001 ' 

La fonction 4 (— ^ j est remarquable dans l’ordre des fonctions 

^ * * s s 

4 , comme la quantité l’est parmi celles de son espèce. Nous 

nous servirons donc de cette fonction pour exprimer toutes les autres, 
et nous ferons , pour abréger „ , 


+ CHb}= B -- 


•co 
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Cela posé , l’équalion qu'on vient de trouver s'exprimera ainsi : 

B. — B._ a = ai cot aa>. (0 

Elle fait voir que la valeur de II, se conclut de celle de B„_, , et ré- 
ciproquement ; d'où il suit que dans les quantités B, , B. , B 3 , etc. , 
il suffit de connaître les premières jusqu'à celle dont le rang est 

? ou " - inclusivement, 

a a 

(33). De l'équation (q ') , on déduit généralement 

4(î)-4(:)=4fcb)., ■ • • « 

donc en particulier , . * • . • 

4(î)-4(" ; )=4C-i)= B -' ’ ' 

* « 

et par conséquent . * • 

•4(î)ï=."— “• ' ' ■ «• 

f ’’ '• ‘ • 

Puisqu'on a — p' +q ' ( 7 ) ’ CeU ° ® ( I uat ‘ oa etanl différentiée. 

logarithmiquement par rapport kj> , donne 4 . 

4(^)=4(d-;+ffv ' ;«• 

et la même équation étant différentiée par rapport à q , donnera 

4(-^)=4(^) + ^t 00 

Ces deux équations serviront au besoin à transformer toute fonction 
4 ( j ^en une fonction semblable, dans laquelle a et b seraient plus * 
petits que n : on en déduit, par exemple, • 

, • 4(^) =4(“) 4-rb* . • 

• • • * . 

Mais on >B,= i -40) el B ~m — n~T7 “ 4 ; d ° ,1C 

• . * 

. - B„„.=*B.-i, ' . (O 
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formule qui servira à trouver la valeur de B„, si a est plus grand 
que n. D'ailleurs il est aisé de voir qu’on a B. = o et B 0 = ao. 

Revenons à l'équation (q!) et faisons p -f- q -f- r — n , afin qu’on 
ait à la fois 4 =' B f et 4 (~-^) = B.^ t = B_ r , on aura 




(»■) 


c’est la valeur de toute fonction 4 ( ^ > dans laquelle on a 

a -f- b < n. * 

Si dans la même équation (q') çn fait p=zn — q , on aura 

‘ 4 r) = + Cr=î) + + G ) 

/ \ 1* J ' ' ‘ • 

Mais par l’équation (v') on a 4 ( " J — ~ — B,; donc 

/''+t+7=-,) = B . « 

• . ♦ * 

c’est la . valeur de toute fonction 4 ( g ) > dans laquelle on a 
«4- £ > n. < ' • • 

• * . * 

(34). On-pourra donc déterminer généralement la valeur de toute 

fonction 4 ( j ) , si on détermine celle de l'auxiliaire Bi, ou céllc 
de la fonction 4 ( ^ ) » puisqu'on aD - = i — 4(“)- 


* • * 1 
* /'x" - 'rf.r Ipg -» 

Or on î(î-) = 5» el Ké) = J ^ - ;ionc 

* — I*)* - * . 

luit à trouver l’intégrale •’ • 

•* ■ fx^'dx log - 

■ 4(2 

1 /u — x-y- 


tout sc re- 


prise à l’ordinaire depuis x — o jusqu’à x = i% 

Pour cela, soit x" = 1 -rj"> l’intégrale précédente aura pour 
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transformée 


g (■— r)=— ~>°s ('—r)—f y -r. 


ZÈL 

-y‘ 


-Ç-ïi 

D’un autre côté , jp log ( i — /" ) peut être mis sous la forme 
(/■— O log ( 1 —J')— f'^Ty i OQ aura doQC 

*(ï)“? + ^ log ( ' ‘ ' S ' > -f (Tî-y' 1 ) d]r - 

La partie Lors du signe s'évanouit en faisant j = o , et elle se réduit 
à - en faisant / = i ; donc ^ * 

+a)=i -fiz=0+> ‘ '• 

donc en général , * 

cette intégrale étant prise depuis J—O jusqu’à _?- = t. 

. *. » 

(35). Cela posé, en faisant toujours » = *, on trouve par le* 
formules connues pour l’intégration des fractions rationnelles : 

v •* 

B, = - log n -f- a> sin aaa* — - cos au» log ( a sin et ) 

4 . ai sin ^act — ^ cos l^am log ( a sin aai) 

• u g u • 

_j_ ü_i » sin 6 aai — - cos 6ae* log ( a sin 3a>) 

+ ctc, ‘ . 

« 

Cette suite devra être prolongée jusqu’au terme 

o * 

« 

i ai sin ( n — i) a» — ^ cos (n — i) am log ^a sin^-^ ai^ , 

si n est impair; mais si n est pair , il faudra prendre seulement la 
moitié du dernier terme, laquelle sera — - - cos ai x log a. 

Si 
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Si l’on se rappelle ensuite les formules 

situe—}— sin ax + sin 5x. . .+ sin mx "tr— »in(m4- i)x 

a ( i — cos x ) * 

sin x+a sin ax-|-3 sin 3x. . +»■«:» fo+O «nmx— b,m„ (m-H)x 

a ( i — co»x) ' 

on trouvera que la suite 

a> sin aa* H ^ « sm -J Ct; tin Gau -f- etc. , 

prolonge'e jusqu’à un nombre de termes ou 1—0. } a pour somme 
~ a» col a<D. Donc si n est impair , on aura 

R.= ; - i log»4-j ai cot no» — - cos a aa log ( a sin ai) 

— - cos 4nai log (a sin aa») 

— ^ cos Gaai log (a sin 3») 


— * cos(n — i)nai log ^asin^—ai^j 
ct si n est pair, on aura 

B, = ' log n+ i ai col au — - cos ait log a 

a m 

— - cos anai log ( a sin a) 

— - cos 4«» log (asiu aai) 




— £ cos(n — a) aai log ^asin - ai^. j 


(36). Dans le cas particulier où l’on a a = \n,n étant pair on 
trouve directement par la formule (c*), 

B - =fir^y = >s C >-+r ) = Ü i°g *. 

Pour que cette valeur s’accorde avec celle que donne dans le même 

33 
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cas la formule (d*) , il faut qu'on ait 

log ( a sin et) — log (asin set) -|- log (a sin Zv ). . . » 

=fc log |^a sinQ — »^j = (i -+- 5 cos ai r) log a — ^ log nj 

ou , ce qui revient au meme , en passant aux nombres, et supposant 

soit n = 4' > soit n = 4' -f- 3 > 

sin » sin 31 sin ?» sia ( ai — î ) m __ // a \ 

.'in a» sin 4 * *in 6». . . .sin ( ai») V \ n / 

Celte formule est facile à vérifier au moyen de la valeur de sin ns 
donnée par Euler dans son Introei. in anal. , pag. ao4; car en faisant 
successivement dans celte valeur, s infiniment petit, et 
on en tire 

sin et sin a» sîn 3<a*. . . .sin - a>= a * y'n , 

s-a 

sin et sin 5» sin 5 et. . . .sin (ai— 1 ) et = 2 4 ; 

ai étant ^ ou , selon que n est de la forme 4 * ou 4' + 2 , et 
de là résulte l’équation précédente. 

( 37 ). Ayant l’expression générale de B,, on en déduit celle de 
*4 ^ , au, moyen de l’une ou l’autre des formules 

4(5) = s-iw-+,-îï=î 

la première ayant lieu lorsque p + q est < n , et la seconde lorsque 
p -f-y est > n. En cas d’égalité, on a simplement 4 (^) = B,. 

Ces valeurs qui sont déduites des formules (a*) et (b*) peuvent 
aussi être mises sous une seule forme générale , qui est 


CO 




(n 


ee qui prouve immédiatement que la fonction 4 (~) cst toujours 
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déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes. On par- 
■vieiit ainsi a ce théorème très-remarquable par son élégance et sa 
généralité. 


Si üon prend les trois intégrales 


f-. 


-'(trlogi 


•/? 


"de 






dx , 


t/(i —sry-i * x*)— * 

entre les limites ï=o, x = 1 , la première sera égale au produit 
des deux autres. 


(58). On trouve dans le tome IV du Calcul intégral d’Euler , 
pag. 1G6, une démonstration du même théorème qui , à cause de 
sa grande simplicité, aurait dû être substituée à la précédente, s’il 
n y avait pas quelque avantage à considérer un même objet sous 
ditlérens points de vue. Voici cette démonstration (’). 

Par la formule de l’art. 4 , on a 

Z = p P + g + » P 4- q+*n 

P ' P + » ' P+ a» 

DilTerentianl logarithmiquement les deux membres par rapport 
à p , il viendra 

d P <i P\ . ( rf P dp \ , / d p \ , 

^ V+t/ P/ \/)+<7+n p4 nj ' pif an) CtC ' 

Soit <P ou (v) une fonction de v , telle qu’on ait 

V* yP+1-*-* VV-M-kit .p4-;4-aw 

lÿ «i. — ll.l ■ | I ,!—■ — ■ ■ ».| | Ml I I plp 

P P+9 P+« p-H+n P+un p+q+an' 

La fonction ® (v) devenant d> (1) lorsque i< = 1 , on aura 

§ = -dp*(i). 


(') Euler n’arait donné d’abord qu'un cas particulier de ce théorème , qu’on 
trouve dan» le tome I de ses Opusc. anal. , pag. i83 ; il est ensuite parvenu au 
théorème général , dont il a donné une démonstration que nous rapportons ici ; 
mais cette circonstance m’avait échappé lorsque j'ai publié mon Mémoire sur 
Us intégrales definies , où je n'ai cité que le cas particulier de» Opusc. anal. 
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Mais jp — — 9 donc £ ^ (g) ou 4(ç) == ^ > ( 1 )' Ainsi pour 

avoir la valeur de la fonction ■*[. ^ - ^,il ne s’agit que de trouver celle 
de 0 (i). 

Or en différentiant par rapport à v la valeur de 0 , on a 


J<t> = dA + -f v" + '— + etc.l 

| ■ j v “+r+i— etc. J 

ou en sommant ces suites, 

*-*(*=&=■)> 


donc 


•=/p= s^y- 


Cette intégrale devra être prise de manière qu’elle s’e’vanouisse 
lorsque v=o , on fera ensuite v= i , et on aura la valeur cherchée 
de 0(i). Donc comme on peut mettre x à la place de v, on aura en 
géuéral 

4 ( c ,)=f(r=^)^ 


l’intégrale du second membre étant prise entre les limites x = o , 
x = i. De là résulte le théorème de l’article précédent. 


(Sg). Pour étendre encore davantage cette théorie , considérons 
les deux suites d'intégrales en Z et en T, prises depuis x = o 
jusqu'à x = 1 , savoir : 


? r ^-‘dx 

T — r ^ 

J » * 

V(.‘ -x*)-« 

1 — J r 

f'xr-'dx log- 

7/ — I x 

T - C*-'- 

l/(l — X*)—* 

1 -J — r 

S'x > ~'cLc log* - 

t*- r*— 

J " ’ 

V/(> — x*)* - ’ 
etc. 

1 -j 1 
etc. 


— xr*i-> 


clx 
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Il résulte d’abord du tbéorcme précédcut qu'on a 

Z'=ZT. 

DifTérentiant cette équation par rapport à p , et observant qu’on a 
f P = “ : Z > ~ïj =~ V, % = - T'a on aura Z'=Z'T+ZT', ou 
Z*=Z(T*-f-T'). 

Celle-ci étant différcnliée de nouveau par rapport à p , donne 
Z' = Z ( T’-f- 3TT' + T') , 

et ainsi de suite , la loi de ces expressions étant analogue à celle des 
différentielles successives de la formule uJ uJr . 

Si l’on veut donc avoir les valeurs des quantités Z', Z', Z*, etc. , 
ou simplement leur rapport à la fonction primitive 7*, il faudra con- 
naître les quantités T, T', T', etc. en pareil nombre. Mais comme 
celles-ci sont rationnelles , cl contiennent des puissances moins éle- 
vées delog ^ , on voit qu’au moins la difficulté est diminuée. 


(4o). Si l’on intègre la différentielle ihc , depuis x=o jus- 

qu a x = i , on aura 

fx m+ '~'dx = -L- = 1 - i + ^ - il + etc. 

J m-j- et m m* mr m* 

Si on met la même différentielle sous la forme .t“ _, </x.x*, ou 
x m ~'dx (i + «log x-f- ^ log*x -f- log’x-f- etc.), 
son intégrale prise entre les mêmes limites , sera 

fjf'-'dx- f- a fxT-'dx log x-+- — /x* -, </xlog*x-f-etc. 
L’identité de ces deux formules exige donc qu’on ait 
fx'-'dx = zr 


fx—'ilx log Q) = 
/x— 'iiclog*(ç) = 
/x“-<irlog 3 ^) = 


1 

m* 

1.9 

m 7 
î .a. 3 
m * 9 
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/c— <fcclog-Q) = 


1.9.3. 


Cg'). 


(4i). A l’aide de cette formule on peut exprimer les quantités 
T', T', etc., par des séries régulières, composées des puissances 
réciproques des nombres pris à des intervalles égaux dans la suite 
des nombres naturels. 

Ainsi en développant d’abord la différentielle qu’il faut intégrer 
pour avoir T', on a 


T ,_ r , , if a'- + + etc.l 

1 *°5 x - l — — etc / ’ 

cl effectuant l’intégration entre les limites jr = o, x= i , il vient 


T' = i + r — r ^ — r;-+-clc. 

P” (p + n) (P+*«) 

1 ! i i_ etc 

(p + <7)' (/'+</ + ")* (P+9 + an )*~ 

Désignons en général par (a, «)”, la somme de la suite 

,«+(. + .)■ + (a + aa)- + ( 0 + 3 ,.)- e * C ' > (b") 

laquelle deviendra (i , «)“, (a , (3, «)“, etc., selon qu’on fera 

a = i, a, j, tic., n étant constant : on aura suivant cette notation, 

T' s= (p, — (/»+?,«)* 

ir= (p,ny-(p + <j,n y 

5 i 3 t'= {p,*y-(p+<i,ny 

etc. 



(4a). Il faut observer que n et m restant les mêmes, on n’aura 
besoin de considérer Us valeurs de (a , n)", que depuis a = i jusqu’à 
a = n ; car il est visible , par exemple, que (n - f- 1 , n) m se réduit à 
(i,u)“ — i , et qu’en général on a 

(0 + n , »)" = (<» , »)" — £;• (b') 

Par suite de celte formule , on aurait de même 

(0 + an, «)'=(«, n) M — ^ — ( - u -^ - , 7 p, 
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et en général on réduira toute quantité (a, »)“, où <i est plus grand 
que n, à une quantité semblable où a n’excédera pas n. 

On voit encore que («, n)“ représentant la suite 

n“ (a/i)“ (3n )" “^" e ^ c, e 

cette quantité est la même chose que 

Si donc on désigne par S. la somme des puissances de degré — m , 
des nombres naturels, cnsortc qu'on ait 

i + + ^ + etc. , ( T) 

on aura («,«)" =^5 S.. Enfin il est visible qu’on aura aussi l’équation 
S„= (1 ,nY ■+■ (a,»)" 4 - ( r ', n f, (m*) 

laquelle , en substituant la valeur de ( n , n) m , devient 

(> _ ^) S »= + ( a >")* + ( 3 »”)"+ + (n— i,n)™. 

( 43 ). Considérons particulièrement le cas de n=2, p = 1 , <7= t , 
alors on aura 

T'= (*» a )‘ - 
T*= (« ,>)' - 

T'= (,, a) * - 
etc. 

On sait que les quantités S,, S 4 , S f , etc. sont connues en fonctions 
de tt, et qu’on a S.= j «*,•84= ÿ‘s •«'S S, = 5^ *■*, etc. A l’égard 
des quantités S 3> Sj,etc. , ce sont des transcendantes particulières 
qui ne se rattachent point aux autres transcendantes connues; il est 
facile néanmoins d’en trouver les valeurs avec une grande approxi- 


(a,a)* = (‘ — £) s * «= ; $• 

(,..)•=(. - J) S. = | s, 
M* = (1 — J) s< s l s 4 . 
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mation , par les belles méthodes qu’Euler a données pour cet objet 

( Cale, dff, pag. 45 1 et suiv.). 

Au moyen de ces diverses quantités , on connaîtra donc les inté- 
grales suivantes , déduites des équations de l'art. 5g. 


<fr 


/vC-,0 a 

Çdx 

jRï^ = s lo s a 

Æ î-îO-r-3 

fvU=^> = ï ( logS 3 + 5 lo e a -7Î + ! s 0 » 


et on pourra prolonger indéfiniment celte suite où tout est connu, 
excepté S,, S 4 , etc. dont on connaît au moins les valeurs très- 
approcliées, jusqua S,j( Cale. diff. , pag. 456.). 

* 

De la réduction des transcendantes désignées par (a, n)". 


(44). Occupons-nous maintenant de réduire au plus petit nombre 
possible les quantités (i (a,//)", (5,n)", etc. qui répondent à 
une même valeur de n. Pour cet effet , reprenons l'équation (t'),et 
substituons-y la valeur de B donnée par la formule (c*) , nous aurons 

f ( f 7— y" ) ^ = “ cot (*0 

D'où l'on tire , en différenliant successivement par rapport à a , 


y~‘+r~ 
-y" 


d J lo s'ÿ = ] 


f 

- 1 or loe’ - = — cos au> 

a J i — y' J ° y nn J a* 

d J >°g^ = G +1 cos * av )\ 


etc. 


Cp*3 


Mettant au lieu des premiers membres les valeurs qu'ils ob- 

. tiennent 
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tiennent par le développement eu série et l’application de la for- 
mule (g*) , ou aura 


O»»»)* + (*—«>")* = 

(a,n) ! -t-(« — = -r-£ 


COS t VA 


Cq*) 


(a,n)*+(n-a, «)< = (j + g cos* acA 


etc. 


Ces formules serviront à établir entre les diverses quantités (a, n) m , qui 
répondent à une même valeur de n , toutes les relations qu’on peut 
obtenir par d'autres voies, et qui sont données sous diverses formes 
dans les ouvrages d’Euler. C’est ce que nous allons développer dans 
deux exemples. 


(45). Soit /i=6 et m = a , on aura l’équation générale 

d’où l’on déduit successivement 

(«,6)* + (5,6)*=-£-) 

(’,6)* + (4,6)*=-^ (O 

(3, 6/ + (3, 6)* 

ce qui donne en substituant la valeur en = jT , 

(.,6)* + (5,6)*=^ 

(a, 6)* + (4,6)*= g 



La somme de ces équations est 



d’où l’on déduit S, = - -jt*, ce qui est un résultat connu , mais la 

34 
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démonstration qu’on en doune ici , n’eu est pas moins remarquable. 
Outre cette valeur de S, , on connaît ( 3 , 6 )*=: et (6,6l*= S 

s= y— TT* ; mais les quatre autres quantités ( i ,6)*, (a, 6)*, ( 4 , 6 )*, ( 5 , 6 )* 
ne peuvent être déterminées par les équations précédentes. 
Observons cependant que puisqu’on a 

( a ,6)* = ^ + £ + T ^ + i 3r + etc., 
il en résulte 

(a, 6/ = i (« + i + i ■ + + etc.) = J («,6)*+I (4,6)*; 

donc les quatre quantités dont il s’agit , peuvent être déterminées 
au moyen de l’une d'entre elles ; par exemple, au moyen de (>,6)*, de 
la manière suivante 

(>>6)* = £ 

( a > 6 >* = îÈ**+5* 

( 4 , 6 )* = 7^5 ** — §C 
( 5 , 6 / = i**_Ç 

(46). Quant à la valeur al)solue de £ , elle n’est déterminable 
exactement par aucune formule connue ; mais on peut en trouver 
une valeur aussi approchée qu’on voudra par la méthode qu’Euler 
a donnée ( Cale. dtjf. , pag. 45 x ). 

Pour cela ayant fait 

i .i. 1 . . 1 

’"(« + »)*"' (o-f-an)* * * * * ' (a-f-nx)* * 

on trouve en général 

P 1 » . t x A 'n , BV 

S n’a + nr ' a’ (a+iur)' (a -+- ni)' (a nx ) 5 

__CV__ D'n’ 

(a-t- nr)’ ’’ (a -f-nxp e C " 

A', B', C', IX, etc. étant la suite des nombres Bernoulliens. 

Il résulte de cette formule que la somme de la suite prolongée 
à l’infini étant désignée par (a, »/, on a (a, n)’ = C ; donc récipro- 



% 
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qnemcnt on a 


, >, ___ , i i i i , K'n 

\ a ) n J ■ s "T* n • a _|_ nx a • (a-f-ni)* ‘ (a •+- iup 


BV 


P + 


CW 


(a + itt y ^ (a+nx) 


■: — etc. 


af >7 


(0 


On sait que la suite A', B', C', D' est divergente à compter du troi- 
sième terme , et le devient plus que toute progression géométrique 
donnée; d’où il suit que la suite contenue dans la formu'c (t*), 
deviendra nécessairement divergente après un certain nombre de 
termes. Mais ce qui est fort remarquable , c’est que cettç formule 
n’en est pas moins propre à donner la valeur de (n, n)* avec tout le 
degré d’approximation qu’on peut desirer. 

Pour cela il faut donner à x une valeur arbitraire d'autant plus 
grande qu'on voudra obtenir une plus grande approximation ( la 
valeur x= 10 suffit pour donner iâ ou ao décimales exactes). Au 
moyen de cette valeur, on commencera par prendre la somme 
effective de la suite 


S a*~^” (u-f-n)* (a +any (a -f- x/i)’ ’ 

substituant ensuite cette valeur de .t ainsi que celle de x dans l’équa- 
tion (t*) , on aura pour la valeur de (a, «)’ une suite d’abord trcs- 
convergentc , mais dont la convergence diminuera de plus en plus , 
jusqu'à un certain terme où elle deviendra divergente, et cette 
divergence augmenterait de plus en plus à l'infini. 

Par le calcul des ternies successifs, on obtiendra des résultats 
alternativement plus grands et plus petits que la valeur cherchée, 
et on devra s’arrêter aux termes où cesse la convergence. 

Ces termes indiqueront deux limites fort rapprochées, entre les- 
quelles se trouve nécessairement la valeur de a t . 

Si ces deux limites ne donnaient pas encore une approximation 
suffisante , il ne resterait d’autre parti à prendre que de recommen- 
cer un nouveau calcul en donnant à x une valeur plus grande. 
Mais pour l’ordinaire, une valeur médiocrement grande de x don- 
nera une très-grande approximation. 

Nous donnerons ci-après un exemple du calcul de ces sortes de 
suites qu’on peut appeler suites demi-convergentes . 



c 
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(/{y). Soit maintenant m = 5 et n — 6, nous aurons l'équation 
générale 

(a>6 )>_(6- a ,C)’ = ^, 

d'où l'on déduit les deux suivantes : 


0,6)’ - (5,6)’ = 4^== 4^V3 


(2,6)' - (4, 6)' = 


»IIT 0» . 
# 3 co» a à 
sin 3 2* 


V 

3*/3 


(«O 


m5 


D'ailleurs on a (6, 6)’ = S s , et 
* *■ 

0,6)’ + (a,6) 5 + (3,6)’ + (4,6)’ + (5,6)’ = ^ S, 

Ces équations sont insuffisantes pour déterminer toutes les incon- 
nues ; mais les diviseurs de 6 qui sont a et 3, en fournissent de 
nouvelles. 

On a en effet 

( 2 fiy =’(, + I + l i+ J,+ etc.)=^[(.,6)’+(4,6)T 

( W =^(,+1+ 4+ c,c -) = ^ K > ,6)M-(3,6)’+(5,6) ’] ; 

de là on voit que les cinq quantités (i,6)% (3,0)% (5,6)’, (4,6)’, (5,6)’ 
se détermineront en supposant connue l'une d’entre elles. Ainsi 
en faisant (i,6) 3 = Ç, on aura 

('.6)' = S 

(3.6) ’ = ± (Ç_ a»V5) 

(4^ = 7(5 -g) 

(5.6) ’ = £ — 4*’ t/Z. 

La somme de ces quantités doit être égale à if’ S 3 , ainsi on aura 

ai5 ç ai5 g 43o , . 

J76 S 3=^-Ç~— » 5 t/3, 


OU 
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Réciproquement ou peut exprimer toutes les quantités (i,6) 3 , 
(a,6_) 3 , etc., au moyen de S, et de a> = g , et on trouve 


0,G) 3 = & S, + a* 3 v/3 
(a ,6) 3 ==^S, + ^ 3 t/3 
(W = ^s, 

(4.6) * = ^s 3 - '-cws' 

wy = £r* s > ~ v/3 

(6.6) 3 = ^ S, 


( 48 ). On déduirait aisément des équations (q*) les autres pro- 
priétés connues des quantités (a, «)”, c’est-à-dire des suites qui ré- 
sultent de la décomposition de la suite générale 


S„= « -4-rs + ïs ■+■ 7 ; + es + etc. , 


en prenant les termes de trois en trois, de quatre en quatre, ou en 
général de n en n. On trouverait, par exemple, que la suite 


1 


-^ + 4-^4- etc. 


est sommable lorsque m est impair, et qu'elle ne l’est pas lorsque 
m est pair. 

On trouverait au contraire que la suite 

» + £ + £ 4- £ + etc. 


est sommable lorsque m est pair , et quelle ne l’est pas lorsque m 
est impair. Le mot sommable est ici entendu non dans un sens 
absolu , mais relativement aux méthodes connues jusqu a présent. 

Ces choses n’ayant point de difliculté , et ayant d’ailleurs été 
démontrées par d’autres voies , nous ne nous y arrêterons pas da- 
vantage. Nous ferons voir seulement comment on peut trouver, 
par des suites qui soient convergentes dans toute leur étendue , 
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les valenrs des quantités £ et S, qui sont reste’es inconnues dans 
les art. 45 et 47 » recherche plus difficile qu’elle ne parait au pre- 
mier coup d’œil , parce qu'en suivant les méthodes qui se pré- 
sentent naturellement , ou retombe sur la même difficulté qu on 
voulait résoudre. 


(49). Pour obtenir d'abord la valeur de S 3 , j’observe qu’on peut 
supposer 

(’» 6 ) , = s/r^ iog*/ 

( 3 > 6 ) 5 = \f lo g*.r 

( 3 . 6 ) * = zf£Êyl°&‘A 

= r M 

(5.6) ’ — if log*/ l 

(W =if ■og'j' ] 

car les seconds membres étant intégrés depuis y z= o jusqu’à 
y = 1 , au moyen de la formule (g*), ces équations deviennent 
identiques. 

Or d’après les équations (u') on a 

(i,6) J — (5 fiy = dy log*j = 4“V3, 

(a, 6) 3 - ( 4 , 6 )’ = '-f y TZr? d J lo g\T = . 

Ces deux équations ajoutées ensemble, puis soustraites l’une de 
l’autre, donnent les deux suivantes 


i/v 


dr lo g!r 


:4«.V3 


4»’ 3a» 1 1/3 


'+y+y’ r “ 3^3 9 ' 

de sorte qu’on a entre ces intégrales le rapport très-simple 


rdy\figy _ 5 rdy\ogy _ 

J >— y+y'~~ 4 J ’+y+j*' 
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En effet, soit 


Ç ày lo(’"y a 1 " 4 - 1 Ç 

Jt—y+y‘~ a" J i+y+ÿ- 


371 


(y’) 


on aura 


*-/£&>•« tQ=/ÆKL, 
îf-Q >=/$F&< 

I 

mettant dans cette dernière y' au lieu àe y , il Viendra 

i(F-«)-er/î^-(D q. 

et par conséquent P = 3 -J^' Q. 

Par la combinaison des équations (x*) , et la substitution des 
valeurs données par les équations (v*) , on obtient 

(,,6). + M,6). = 1/4^J. = $ . S, + f + . V 5, 

CW + (W-l/^ï-àsi. 

Soustrayant la seconde de la première, on aura 

• * r(>-hy)<*vi°s*v . 10 . 

»J ~+y +r~ = 5 Sl + 9 “V 3 ; 

d’ailleurs on a déjà trouvé 

i+y-iy 9 

donc en éliminant on aura 

? s, = Ar-Kifrksx , « 

9 J *+>+j* V») 

Cest de cette formule que nous allons tirer la valeur de S,. 

(5o). Je remarque d'abord qu'on peut faire 

— fjy_ | og . __ 1 r O-vldylQK-y 

J *+y+y* ji+y a J (T+y) (,+y + r) - 
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*7* 

La première partie 

donc on aura ♦ 

Mc Ci(i— y)4r lo s*y . 

3 J o +y) (i +>+y) * 

soit Y = ——j et 1» transformée sera 

I 

Tis.=/rfr>^. 

formule qui doit toujours être intégrée depuis z = o jusqua z = i. 

On voit maintenant que comme s* est toujours plus petit que i , 
on pourra réduire en une série convergente , de sorte que 

l’intégrale ne dépendra plus que de termes de la forme ’ 

ji™+'ds\og‘j. Mais pour rendre la série encore plus convergente, 
je fais s* = i — «*, et j’ai 

is s -=/^ 

intégrale qui doit être encore prise depuis »=o jusqua u—i. 
Cette intégrale étant prise par parties, devient 

- î iog 0 - 9 • Iog *^ +/? ,o s^ - i °s (• - 9 s 

la première partie s'évanouit au* deux limites de l’intégrale ; ainsi 
on a simplement 

il Sj =/f H/logO-J)’ 

Développant log (i — et suLstituant la valeur y = — ^r> oa 
aura 


Soit 
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Soit donc 


B 73 


lf dz lo S^= p *> 

lf u ' dz log ^=P', 

l -fu*dz logi = P', 
etc. 

ees intégrales étant prises depuis z = o, jusqu’à z = r, et on 
aura 

1 1 c t». , t F , 1 P" i P* 

78 Sj=P +5- 4 + 3 , 4 r + 4 - F 4 * etC - 

(5i). Pour avoir maintenant les quantités P% P', P*, etc. j'ob- 
serve qu’on a en général 

J‘u' m dz log ^ — log ~ J'u' u dî -4- J' ^ . Çu' m dz. 

Dans cette formule nous supposerons que l’intégrale fu' m dz est 
prise de manière qu’elle s'évanouisse lorsque s = 1 ou u = o, 

alors la partie log fu"dz, s’évanouit aux deux limites de l'inté- 
grale, et on a simplement 

J' u‘ m dz log f^fu'-dz =f— ~ fu-dz , 

où l’on voit que les logarithmes ont entièrement disparu, et qu’on 
ne doit plus tenir compte que de la relation u* = 1 — z*. 

On a d’ailleurs 




a m-t-ij 4 am-f-i’ 

multipliant de part et d’autre par ~ et intégrant, on aura 

an» r»r— 


pC-) — am p(— O f u il 

a m -f- 1 J an 


a m + 

Or zdz = — udu , et par conséquent 

* u 8 "— 'du 


am q- 1 J 


am-pi fa(n-J-i)an» 


Cj 

35 
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cette intc'gralc devant être prise depuis 3=0, jusqu’à 2ssi t elle 

se réduit à 7— 1 — ; — r ; donc on aura 

pC-0 — ,m ,p<—i ) L ; 

s» + i' am (am + 1) 


La première valeur 


!“=-/$/*=-/$<— ■>=/r$-.=L(. +.)=L 1; 


donc on aura successivement 

P’ = log a , 



etc. 


Au moyen de celle loi trcs-simple on calculera aisément les difîé- 
rens termes de la suite décroissante P°, P', P*, P", etc. Ensuite on 
aura Sj par la formule 


S 3 = - (P* - . ~ 

il \ a 4 


I El _L 1 V " 
3 • 4* 4 * 4 ’ 


+ etc.) ; 


ce qui donne une approximation très-rapide , puisque chaque terme 
est moindre que le quart du précédent. 

En calculant cette suite jusqu'au terme P" inclusivement , on 
trouve Sj = 1 .2020567. Euler a trouvé par la méthode dout nous 
avons parlé, et en poussant l'approximation beaucoup plus loin , 


S, = 1 Jbao 569 o 3 j 5959428 1 . 


(Voyez Cale. diff. , page 455 ). 

( 5 a). Pour trouver par des procédés semblables la valeur de la 
transcendante Ç , demeurée inconnue dans les équations (s*), j’ob- 
serve qu’on a 
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(a, 6 }* =/ r ^- log J = ^5 ** + £ Ç , 

(5,6)* = y^r log i = - j- «* — Ç : 
de là je tire 

(., 6 )* -f (3,6)* - ( 4 , 6 )* - (5,6)* = J — = T 3 «■* 

donc 


5 r dyH'~ 


tout se réduit donc à trouver la valeur de cette intégrale. 

■ Si on fait successivement y = 4 (* — u), y = ±(i et 

qu’on ajoute les deux transformées prises positivement, ou aura 


/: 


^ los v r . ✓ 4 \ 


, — y +y 

nouvelle intégrale qui doit encore être prise depuis u=o jusqu’à 

tt= I. 

La première partie de cette intégrale 

p-lffi = ^3 Io 8 4-«* 'ang , 

et en faisant u = i , elle se réduit à 
L’autre partie 


3 logé *■ 3^ log 3 

~ÿS~ ’ 6 0 3j/3 ’ 


/“3TT* Io 8( , -“*> 

étant appelée T, on aura par le développement de la fraction, 

T =/— T 0 - J + S - î - + e,c ’) lo S C‘ — «*) * 

* 

or en intégrant par parties on a 

y- u-du iog ( t — «■) = — ^7- iog ( t — «*) +J B .» 


a ? 6 SECONDE PARTIE. 

et puisque la quantité' (i — log (i — u‘) s'évanouit aux deux 
limites de l'intégrale , on a simplement 

/ | /* j __ jj 

— n”*<lnlog(i — u') =z m + i J — ^ .indu 

= -4- f (!=£?- J» - 

Développant la quantité sous le signe et intégrant depuis u=:o 
jusqu’à u = i , on aura 

f- u " du lo s('— «*) = ^+ x (* + s + 5 — + ^ V; - Ios 2 ) : 

doue eufin 


> ’4 


. (t — Jog a) 


“é-sO+s-* 10 **) • • 

+ i-K , ^H + 5‘- I °g a ) 

-|*K , + â + 5‘ { ‘)~ ,og2 ) ' 

4- etc. , 

série convergente , puisque chaque terme est moindre que le tiers 
-du précédent. T étant connu, on aura Ç par la valeur 

Y »* , 5* log 3 , 5 rn 

“* — T8‘ t_ i8t/3 ta 

Dm intégrales Eulériennes de la seconde espèce. 

(53). Considérons maintenant l’intégrale 
fjcT-'dx (logi)", 

que nous supposerons toujours prise entre les limites ,r =o , x= i . 
On a d'abord en intégrant par parties, 

/e~ dx (log i)*= Ç (fog ]) + ~ A— dx (log i)‘ 

et comme la partie bors du signe s’évanouit aux deux limites , 
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pourvu qu'on suppose « >0, 011 aura alors 

*. • 

A — àx (log i)'= £ ficT-'dx (log (a) 

On aura donc en général, si n est un nombre entier positif, 

= 1 '-y* (£) 

Lorsque n ne sera pas un nombre entier, l'intégrale fx*~'dx(\o" ^ 

sera en général une transcendante dont il convient d'examiner les 
propriétés. * . • 

Et d’abord au moyen de la formule ( a ) , on pourra toujours 
ramener cette transcendante au cas où l'exposaut n est compris 
entre o et — 1. 

De plus, j’observe que sans rien diminuer de la généralité du 
calcul, on peut faire /n = i ; car la formule fx“~' dx(\og'^ étant 

proposée , êi l’on faitx"=t, cette formule deviendra yî/j^log^ . 

( 54 ). Cela posé , il suffira de considérer l’intégrale fdx (log -J , 

dans laquelle nous supposerons que a est positif et plus petit que 
l'unité. Cette quantité étant simplement fonction de a, nous la dési- 
gnerons par r(n), et nous ferons 

r» =fdx(\o S 'J~\ ' (>) 

I.’objet des recherches suivantes est d’évaluer la fonction T (a) , 
lorsque a est une fraction rationnelle donnée, telle que j, 3, f,etc. , 
et nous nous proposons particulièrement de comparer entre elles 
les fonctions qui répondent à des valeurs de a de même dénomi- 
nation, telles queT^y etc. Enfin nous chercherons aussi 

à déterminer par approximation la transcendante T (a) pour toute 
valeur de a rationnelle ou irrationnelle. 


( 55 ). En prenant les iutégrales depuis x = o jusqu'à = i , et 


a 7 8 SECONDE PARTIE, 

supposant m > i , on a cette formule de re'duction , 

/x*-v£r( i — ’dx ( i — 

d'où il suit que si m est un entier, on aura exactement 
fr .- . dx( i — r«l— = i-a,8....(n.-.)f— 

Désignons par <!>(«, ni) l’intégrale _/x* — ' dx ( i — X e )" - ', prise 
depuis x = o jusqu’à x = i , et dans l’hypothèse que m est un 
entier positif, on aura donc 

• i.a.5. .-..(m — i) * . . . 

* -f-c.«+ aC...à +(m — i) C C™ - 1 

Dans cette équation, mettons successivement Xm et (A-f - 1 ) m 
à la place de m , nous aurons 

1.9.3. . . . > m — i « 

====— — ,<P (a, Xm) 

« + C. « + Am— I.c c’'" - ' ' * . . 

1 .9.3. . . . Am -f- m — i a . . 

« + C.«+3C...«+Am + m — I .C g^n+m-i ' > 

Divisant la seconde par la première , et faisant pour abréger , . 
« + Amf = tt, il vient . * 

..V -f- m — i .C s(<, Am) 

f in. km -j- 1 .'*m +a. . . un -f- m — i '«>(«, Am -f- m) ’ 

mais eu mettant a à la place de a dans l’équation primitive , ou a 

$ (a +An*£ , ffi), 

* -f- C. a' -{- aC. . . -f- m — i . C ^ ’ '* 

et multipliant ces deux équations entre elles, on a pour produit 

t .9.3. . . .m — i ^ «î» (*, m) 

/m.m -f- i . . . • Am -f-m — i **”’* * 4> ( et , Am -f* m ) 

Le premier membre, en vertu de l’équation primitive, peut être 
représenté par Jx*” - ' dx( i — x)”" 1 ; et parce qu’on peut mettre x" 
à la place de x, sans changer les limites de l’intégrale, il peut être 
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aussi représente par nfx‘ J ' m —'dx (i — x") m ~‘ ; donc on a 

nfx™™dx( «-*■)— = C m 

Cette équation ainsi exprimée en un nombre fini de termes , ac- 
quiert une plus grande généralité , et ne suppose plus que /n est 
un nombre entier. 

En effet, les deux membres devant se réduire à une même fonc- 
tion de m et de A/n, laquelle est 


1 

Am 


} m + 1 


i . m— r I . m — a î 

1 — - 7 ^+ 5 — ctc > 


on est maître de donner à m et A des valeurs positives quelconques, 
et à plus forte raison aux quaulités a, G , n, qui disparaissent dans 
les deux membres. 

(56). Soit donc «=i et 6 =à un infiniment petit, on aura 
i— x f =^logi, et <*(«, m)=G"-'fix(l 0 , 

de sorte qu’on aura en général 

Au moyen de cette formule , l’équation (<f) devient 


nfx‘ mn ~'dx ( i — x' 


r(/m>. f(m) 

i ( Km -f* m) * 


Soit maintenant m = - , A m = p - , on aura donc 
n' n ' 


fxf-'dx (î — ■*■)*" SS 


(0 r (D 

•'(*?) ’ 


Le premier membre n’est autre ebose que la transcendante désignée 
ci-dessus par ainsi çn aura celle équation remarquable 

iOiü) 


«)■ 


«r 


CO 
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D'où l’on voit qne la transcendante serait connue , si on con- 
naissait , pour la même valeur de n , les fonctions de la forme 
T (=), a étant entier. 

(57). Il résulte d’abord de cette valeur de (Jÿ') > qu'on peut échan- 
ger entre eux les nombres p et q , et qu’ainsi on a ce 

qui est une des principales propriétés de ces fonctions. 

De plus on tire de cette formule 

I . I I 


(.ï) ■<&)=■ 


n*r 


WF-') 


Dans le second membre , il est visible qu’on peut faire la permuta- 
tion entre deux des nombres p , q , r , à volonté, ce qui donne le 
théorème fondamental 

©■('■fHS'f-f). 

dont on a ainsi une nouvelle démonstration très-simple.’ 

( 58 ). Faisons voir maintenant comment les fonctions T se déter- 
minent au moyen des fonctions 

Observons d’abord qu’au moyen de l’équation (*) , on a en 
général 

r(*4-«)=J»r(«), (O 

ce qui permettra de réduire les cas où n est plus grand que l’unité 
à ceux où il est plus petit. 

Si l’on a n =?= 1 , alors T (n) se réduira fdx =x= 1 ; ainsi on a 

* r (.)=!. (h) 

Cela posé, faisons r/=.n — p dans l'équatiOn ( e), alors la valeur du 
premier membre est connue , et on a . 




un pm 


ni (1) 


on 
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ou , en d'autres termes, 

r «r(-«)=rê (*) 

Lorsque a = j , on a (ra)‘ = it ; donc 

!•(*)=✓*• (O 

L’équalion (9), très-remarquable dans cette théorie , fait voir qu’il 
suffît de connaître la valeur de T (x) depuis x = ^ jusqu’à x = i, 
et on en déduira les autres valeurs de cette fonction depuis x = -t 
jusqu'à x — o. Au reste , la valeur de T (x) depuis x = i jusqu’à 
x — i , ne varie qu’entre les limites y/ir et 1 , ou 1,77245 et 1 , 
tandis que depuis x= j jusqu’à x = o, elle varie depuis 1,77245 
jusqu’à l'infini ; et en particulier lorsque a est infiniment petit , la 

formule (6) donne T (a) = 


(5g). Si dans l’équation («) on fait p = 1 , et qu’on prenne 
successivement 7 = 1 , 2 , 5. . . • jusqu’à n = 1 , on aura une suite 
d’équations 


( 0 = 

(;)= 

(«)- 

C-ir)= 


r G) r G) 

-O 

r G) r G) 


-( 5 ) 
r G) r G) * 
• r G) 

O 


Multipliant les a — 1 premières équations entre elles, on aura le 
produit • 

G) G)-G)'G>-<^)=^fy 


36 
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si on les multiplie toutes , ou qu'on fasse a == n , le produit donnera 

r G)=”v / [Hï)-G)-G) fe)l 

Soit donc pour abréger 

T =V^(i)G)(0;-fe)]. 

r(:)=* T - 

Connaissant V on en déduira r ^ jj ^ par l’équation déjà trou- 
nT* (ï) Gh^) (~) 


et on aura 


vée , qui donne 


■©- 


) (.-±7) 


w • 


Et comme les quantités ( j)> de. sont censées con- 

nues pour cbaquc valeur de n , il ne reste plus rien à désirer 
pour la détermination des fonctions r 


(Go). Réciproquement, si on connaissait la valeur de T (x) pour 
toute valeur rationnelle de x , moindre que l’unité, il serait facile de 

déterminer l’intégrale Ç~j; car on a en général 
‘ 


(?)= 


nf 


m ' 


« 


et s’il arrive que p+rj soit > n , on changera , d’après l’équation (£), 
cette formule en celle-ci 

. r (£H0 _ . ’ M 

r(E±p)' ' ’ 

Nous remarquerons que ces formules sont propres à donner l’ex- 
pression générale de au moyen des quantités de la meme 
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espèce (j), (i), Q), etc. En eflct les valeurs de T T Q), 
T étant tirées de la formule (*) , on en de'duira 

(p\ _ 0) (p+ t) (ttÙ 

w <9(0 Ci) CrO ’ w 

formule qui servira tant que p + (/ sera plus petit que n. 

Si on a/j-f-y > n, il faudra faire usage de la seconde formule ; 
qui donnera par de semblables substitutions , 

(p)— 1 G) 0+t) (m^)~ • • ••Qrjrr) 

\ ' P+9— « ‘ / » \ / i \ /_ i_\ » < w ) 

V’-H/— «/ \p+9— »+‘/ \<7— J 

Ces formules répondent aux équations (k) et (n) trouvées ci-dessus ; 
et on (fs ferait coïncider entièrement en substituant, au lieu de 

chaque quantité ( ^ , sa valeur 

A, !in(o -f i ) « 

a J ~~ sin 0 ’ 

ainsi les fonctions T offrent un nouveau moyen direct et très-simple 
de déterminer Impression générale des quantités ^ 


(6i). Pour revenir aux quantités F (a), nous avons déjà trouvé 
l'équation 


rO).r(« 


a ) 


T 

aîn a*- y 


au moyen de laquelle les valeurs de la fonction , depuis a = o 
jusqu’à a = se déduisent des valeurs supposées conuues, depuis 
a= j jusqu'à a = i. 

Nous allons prouver ultérieurement qu’il suffit de connaître les 
valeurs de la fonction dans la moitié de cet intervalle , c’est-à- 
dire seulement depuis a = f jusqu’à a = i , et on en déduira toutes 
les autres valeurs. 

En effet , si on suppose a < j n, l’équation (*) donne tout à la 


284 
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OG) 


G)= 


(l=y 

\;n — a J 


* r (?) 


Substituant ces valeurs dans l'équation (d'), puis mettant simple- 
ment a au lieu de ", et réduisant les fonctions d'après la formule 
(6), on aura 


Y (a) . 


V» 


cosnjr.r (an).T ( ï— fl) , 


équation qui suppose a < j. 

Celle équation combinée avec l'équation (9) , donnera 

r(i — <0 = — cosA«r(i— a<i)r(i+<r)j * 

enfin de celle-ci on déduit, en mettant a — | au lieu de a,' 

rffl)=Æl^. -I ( 

v ' Bin air T(a — a a) 


CO 


Nous supposons connues les valeurs de r (a) depuis a= j jusqu’à 
a = i. 

Cela posé, 1". Le second membre de l'équation (>•) sera connu 
pour toute valeur de a, depuis o = ~ jusqu'à a = donc on con- 
naîtra T(fl) dans ce même intervalle depuis « = 7 jusqu'à a = |. 

a". Au moyen de ce premier cas, le second membre sera connu 
si a — 2fl est compris entre ^ et § ; on connaîtra donc T (a) toutes 
les fois que a est compris entre et -Jf. 

5*. Au moyen des deux premiers cas, le second membre de 
l’équation (►) sera connu si a — a a est compris entre et — ■ ; 
donc on connaîtra T(fl) pour toutcs'lcs valeurs de a comprises 
depuis a — {j = -57 jusqu’à a = 57. 

4*. Le second membre sera encore connu si a — 2 a est com- 
pris entre $7 et 3) , donc r(a) sera connu depuis a = = jus- 

qu'à a = |{ , et ainsi de suite. 

* f , » 
par ces diverses opérations les valeurs de a pour lesquelles T (a) 
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devient connu , se rapprochent allcrnativement de la limite 3 , 
qu'elles n’atteignent cependant qu’à l’infini, puisque 3 ne peut pas 
s’exprimer exactement en fractions dont le dénominateur soit une 
puissance de a. Mais on voit que par quatre opérations seulement, 
l'intervalle où T(a) reste à déterminer, ne s’étend plus que depuis 
= — jusqu’à o = Une cinquième opération resserrerait cet in- 
tervalle de yf ou -**8 à y,, , et ainsi de suite. 

La limite commune de ces suites est | et T (3) se détermine 
directement en faisant <<=3 dans la formule (»), ce qui donne 



(6a). Dans les cas particuliers où l'on chercherait à déterminer 
nue valeur de T (a), on ne doit s’embarrasser aucunement de la 
distinction des cas précédens , et l'application immédiate de la for- 
mule (r), répétée autant de fois qu'il est nécessaire, ou jusqu'à 
ce qu’il 11’y ait plus d'inconnue à déterminer, conduira toujours au 
résultat qu’on cherche. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de T (0.675), 
on aura directement 


T (0.676) 


a r (o . 8a5) 
>in 38* 3o' * t (o.65) ’ 


Dans le second membre T(o. 65 ) est inconnue; pour la trouver, 
il faudra faire une seconde application de la formule, et on aura 


r(o.65) 


a-«-**y /■* r(o.85) _ 
sia t>3* " T ( 0 . 70 ) ' 


une troisième application donnera 


r(o. 7 o) = 


enfin une quatrième 


a~ a 4 V ^ 
sm 54“ 


r (0.60) 


a~* "\/t 
sin 7 a 0 


r(o.«) . 

r(o.6)’ 


r ro 0 ) 

r(o.8)» 


d’où en remontant on conclura la valeur de E(o.675) exprimée 
en quantités connues. Cette détermination est un peu longue dans 
ce cas, parce que 0.675 approche beaucoup de la limite 3. 
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(63). Puisqu’on a T(i) = 1 et T(i -f- a) = aT(a), la fonction T (a) 
se détermine toujours exactement lorsque a sera un nombre en- 
tier, et ou aura généralement 

T («) = i . a . 3 a — i ; 

d'où l’on voit que la quantité T (o) , considérée comme une fonction 
continue de o, n'est autre chose que le terme général qui résulterait 
de l'interpolation de la suite i, î, î.a, i.a.3, i.a.3-4, etc. 

Les deux premiers termes de cette suite répotidenl aux valeurs 
o = t , o = a, et puisqu’ils sont loué deux égaux à l'unité, il s’en- 
suit que dans l’iutervalle depuis a=i jusqu'à o = a, la foncliou 
T (n) doit devenir maximum ou minimum. 

On reconnaît aisément après quelques essais, que c'est le minimum 
qui a lieu , et dans ce cas on trouve 

a = i . 4616038 , 

r(«) = o . 8856o33 , 
lo g r(n) = 9.947a3ya. 

Passé la valeur a = 3 , la fonction r(o) augmente de plus en 
plus, puisqu’on a r(a-|-fl) = (i -+-a)r(i -|-fl). Donc la valeur que 
nous venons de trouver est la plus petite de toutes celles que peut 
prendre la fonction T (fl) depuis a = 0 jusqu’à a = 00 . 

11 suit de là que la meilleure manière de construire une table des 
valeurs de T (a) est de la calculer pour l'intervalle entre a = 1 et 
a = a. Car dans cet intervalle la fonction ne varie qu’entre les 
limites 1 et o.885Go53, de sorte que les différences seront très- 
petites, et la table très-facile à interpoler. 

( 64 ). D’après cette observation , et pour faciliter l’usage des fonc- 
tions T, nous joignons ici une table des logarithmes de la fonction T, 
calculés pour toutes les valeurs de a, de millième en millième, 
depuis 0 = 1 . 000 , jusqu'à a— a. 000 . ■ 

Cette table est aisée à interpoler pour toutes les valeurs inter- 
médiaires, et au moyen de l’équation T (i-j-o) = ûr(a), on étendra 
son usage à tous les autres cas. 

En effet, si a est compris entre o et 1 , on déterminera T(o) par 
l’équation f (o) =G T(i -f-o). 
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Si a est compris entre 2 et 3 , T (a) se déterminera par l’équation 
r(<i) = (a — 1) T (a — 1). Si a est compris entre 3 et 4 > E (a) se dé- 
terminera par l'équation T(a) = (a — 1) (a — 2) T (a—- 2), et ainsi 
de suite. 


( 65 ). Au moyen de cette table, il sera facile d'évaluer dans tous 
les cas la transcendante ^ ^ qui répond à une valeur dônnée de n. 

Pour cet effet, les équations (X) étant mises sous ces deux nou- 
velles formes. 


(-) = — 
\<ty p? 

/p\ _p_±i 

W P7 


r(£±2) 

r (" f ;) r (' + 0 


on fera usage de la première, si l'on a p + q > n , et de la seconde 
si l’on a p + q < «. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de la trans- 
* ccndante 7 . = (|) lorsque a— io;on se servira alors de la première 
formule, qui donne 

y r ( t . 3 cc) r ( 1 . 800) 

A a. 4 r (1.100) • 

et à l'aide de la table, on trouve immédiatement 


log Z = g. 565597a , cl Z == 0.5C60979. 


(66). Cherchons maintenant la valeur de log T ( 1 -f-£), k étant 
supposé très-petit. Cette valeur pourrait se déduire de l'interpo- 
lation des trois premiers termes de la table ; mais il sera plus exact 
d’interpoler des termes moins rapprochés , afiu que les différences 
secondes deviennent plus sensibles. Considérons pour cet effet les 
trois termes qui répondent aux valeurs a=i.ooo, <i=i.oo5, 
« = 1.010; on en déduira les différences premières et secondes, 
comme il suit : 
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a 

logr 

DifT. 1". 

DifT. a*. 

i . i >00 

0 . 0000000 

— 13445 

+ « 7 8 

1 . oo 5 

9.9987555 

— 13367 


1 .010 

9 - 997 5 288 


1 


Soit A'=s — o.oo» 3445 , A* = o. 0000178; on aura, en négligeant 

les différences troisièmes , log T (1 -f* ') = j:A' -f- A* , et 

en faisant x = a 00 A , 

\ogT(i+fc) = — A (o . a 5 o 68 ) -J- A* (o . 556 ). 

Ce logarilbmc est un logarithme vulgaire ; pour le rendre hyper- 
bolique, il faut le multiplier par a. 5 oa 5 , etc., ce qui donnera 

log ï"(i + A) = — k (0.57731) -f- A-*(o.8ao). 

Cette valeur 11’cst qu'approchée ; supposons que la valeur exacte 
soit, en rejetant toujours les termes affectés de k 3 et des puissances 
supérieures de k , 

lo g r(i+*)= — PA + QA-, 

on en déduira * 

r(i+A) = , — PA+(Q + IP*)A*: 
de là résulte, en changeant le signe de A, 

T (. - A-) = I + PA + (Q + iP-) A\ 

Mais l'équation T ( 1 + A) = AT (A) donne T (A) = | T ( 1 -+-A) ; donc 
f(A) = j — P + (Q + tP’)A. 

Multipliant entre elles ces deux dernières équations, on aura 
T (A) T (. — A) = j ( , -f- aQA*) : 

mais d’un autre côté on sait que le premier membre = - . ■ * — r 

1 * Sill WH 

1 / W*l(* \ 

= ^fiH — ç~)> 0,1 a dorn: exactement 

Q-=^ = 0.833467. 

Nous 
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Nous avions trouvé Q = o.Sao, mais cette valeur ne pouvait être 
qu’approchée. 

Quant à la valeur de P, nous l'avons trouvée 0.57721 ; mai* 
en poussant plus loin l’approximation , on trouverait 

P = o . 577 a 1 5604g > 
ainsi qu'on le fera voir ci-aprcs. 

(67). Nous connaissons donc maintenant d’une manière fort ap- 
prochéeies valeurs de T ( 1 -(-A) et T (A), lorsque A est très-petit : ces 
valeurs sont 

r(i +*)=._ PA + (îl + ip*)A-, 

+ (£ + ;*)*■ 

Au moyen de la dernière formule , il est aisé de trouver la valeur 
de la transcendante lorsque p et q sont très-petits par rapport 
à n. En effet, si on substitue les valeurs de f ^ ? 

données par la formule précédente , dans l'équation (*) , ou trouvera 



ce qui s’accorde avec l’équation (!'). 

(68). 11 reste affaire voir comment nous avons construit la table 
au moyen de laquelle on trouve si facilement, dans tous les cas, 

la valeur des fonctions T ct^^. La mcthode’la plus simple qu’on 

puisse proposer pour cet objet est celle qui résulte d'uttfe formule 
donnée par Euler dans son Cale. diff . , page ^ 65 , et que nous 
allons rapporter. 

Si on appelle S la somme de la suite 

log i -f log 2 -f- log 3 4- log A , 

on aura 

. S = Alo g *44log(a*A) — A4-^ — 3^ 4* 5^-5? — etc. 

• À', B', C', etc. étant les nombres Bernoulliens. Soit donc e le 
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nombre dont le logarithme est i , et R un nombre tel qu’on ait 

lo S R = TTâïc ~ MP + ôTëP ~ etc ' 
on aura le produit 

!.a.S....A=(j)*.(a*A)ï.R. (f) 

Le premier membre est la valeur de r(A-f- i), lorsque A est un 
nombre entier ; et comme le second membre est une fouclion 
continue de A, on a généralement, quel que soit A, 

r(A+ ,) =(j) k (a*A)hl. («r) 

Telle est la formule par laquelle on pourra dans tous les cas déter- 
miner la valeur approchée de r(A-f-i); mais il est à propos de 
faire à ce sujet quelques observations. 


(G 9). La quantité R peut se développer suivant les puissances 
de ^ ; car on a R = 1 -f- log R + f Iog*R ^ log* R -f- etc. 

Substituant donc la valeur de log R, et mettant au lieu des coef- 
iieiens À', B', C', etc. leurs valeurs connues A' = î, B' = j~, 
C' = ^ , D' = jps , etc. , on aura 


R = 1 + 


t 

lait 


a ( 1 a hy 


5ô(Î9 Tÿ 


57» 

ISO (ia hy 


— etc. 


Dans cette suite, si on appelle M la partie 


1 a(ia/t)* îao(iaA ) 1 

où A est élevé à des puissances paires, et N l’autre partie, on aura 
M* — N*%= 1 ; de sorte qu’on peut prendre indifféremment 

R = M -4- N , ou R == \fîr5}. e ^ ct > comme toutes les puis- 
sances de A sont impaires dans log R, le changement du signe 
de A donnera log(M-f-N) = — log. (M — N), ou log(M‘ — N*) 
= o. Donc M* N* = 1 . 


(70). Il est à remarquer que la suite 


A' 

i.*k 


3.4* J 


C 

5.6 h' 


etc. 
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même «n supposant k assez grand , n’est convergente que dans un 
certain nombre des premiers termes -, car on sait que les nombres 
Bernoulliens , dont les expressions sont fort irrégulières, croissent 
continuellement , de manière que si T et Y sont deux termes con- 
sécutifs fort éloignés , l’un du rang n , l’autre du rang n -{- 1 , le 

rapport, p a pour limite—. Cette suite, qui commence par être 

convergente pendant un assez grand nombre de termes , surtout 
si k est un peu grand , finit d&nc par être divergente , et donne- 
rait une valeur de log R d'autant plus fautive , qu'on prendrait plu! 
de termes au-delà de ceux où elle cesse d’être convergente. 

De là on voit que pour une valeur donnée de k, il y a un terme 
qu’on ne doit pas passer dans le calcul de la suite 


A' 

i .a k 


B' 


-f- etc. 


Le terme auquel il faudra s’arrêter est celui qui serait suivi d’un 
terme plus grand, alors l’approximation ne peut aller plus loin ; 
mais elle sera tout aussi étendue qu’on voudra , en prenant k suf- 
fisamment grand. 

11 en serait de même de la série 


R = 1 + TTk + îoW “ elc ’ '• 

mais celle-ci n’est pas d’un usage aussi facile que la. série 

TTH ~ 3^P + e,c> 

dont la loi est manifeste , et ne dépend que des nombres Ber- 
noulliens. 

Ou peut fixer a priori le nombre de termes après lequel la suite 


A' 

1 .a k 


B' 


-f~ etc. 


3-4 k 3 

cesse d’être convergente ; car en considérant les deux termes con- 
sécutifs 

T<’) T f*') 

an-t-a.ai. + i.*‘"r>» 

et les supposant égaux, on aura 

TC“ +I J an -p a. an 1 ^ . 

TM an. an— 1 ’ 


an. an — 1 


aga SECONDE PARTIE. 

mais plus « est grand, plus le premier membre approche de la 
limite an 1 ( Eul. Cale, dijf., page 4 a 9 )- Donc on aura à 

très-peu près n = vk. Ainsi en faisant k==. 5 , on a n — i 5 ou iG, 
c’est-à-dire que la série cesse d'être convergente vers le i 5 ,w ternie; 
si on faisait k = io, la série ne cesserait d’être convergente que 
vers le Si™' terme, et ainsi de suite. 

(71). On peut en même temps .avoir la mesure du degré d’ap- 
proximation que l’on peut obtenir avec une valeur donnée de k. 
En effet, si on appelle fl le n ,m ' terme de la suite 
A' B' 

T7D?“"3.4A 1+elc ’' 


on aura 


Cl = 


TC") 


’ 211 (an — 1) A 1 " - * * 
et comme on a à très-peu près 


T w — 


1 .a. 3 an 


on pourra faire 


>• 


Cl — 


1 .a. 3. ... an — a 


rfairA )* 1 


Celte valeur, au moyen de la formule (p ) , devient 


Cl = 


/an — aV’~l, 


te (air hy m “" 1 9 

et en mettant n au lieu de itk, on en déduit aisément 


log Cl e= — an — ; log('7rn). 

Ainsi, faisant k = 5 et n = 16, 011 aura IogfI = — 33 . 96. A ce 
-«logarithme hyperbolique répond le logarithme vulgaire — 14.75, 
de sorte qu’on a Cl = lo—’l ' 5 . Donc au moyen des 16 premiers 

termes de la suite ^ y — ^ ^ - 4 -etc. , on aura la valeur de log R 

approchée jusqu’à i 5 décimales environ. Si on faisait *=io, on 
pourrait avoir 29 ou 3 o décimales exactes, et ainsi de suite. 


(72). Cette théorie est facile à vérifier, puisque toutes les fois que 
k est uu entier , la valeur de r(A-f-i) est exactement 1.3 . 3 ...k. 
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Soit, par exemple, A = 3 , il résulte des formules pre'cédentes 
que la série égale à log R cessera d etre convergente après un 
nombre de ternies n = Â<r = g ou 10, et que le nombre de décimales 
exactes obtenues par ces neuf ou dix termes, sera de 8 ou 9. 

En effet , la vraie valeur de log R se déduit de l'équation 

( 3 v i L 

-j ( 6ir)> R , laquelle donne 

log R = 0.02767 79256 86. 

Cette même valeur déduite de la suite 


1 t> A' B' , C' 

lo G R = 77S ~ O? + rw ~ c{c > 


se trouve en calculant successivement les diflerens termes comme 
il suit : 


x" 

terme 4* 

O.O2777 

77777 

78 

a* 

— 

O . OOO 1 O 

28806 

58 



O.O27G7 

4897 1 

20 

3 - 

+ 


3a66o 

53 



0.02767 

8 t 63 i 

73 

4 * 

— 


272I 

7 l 



0.02767 

7891° 

02 

5 * 

4- 


427 

65 



0.02767 

79357 

67 

6* 

— 


108 

24 



0.02767 

79229 

.43 

7 * 

+ 


40 

21 



0.02767 

79 a6 9 

64 

8- 

— 


20 

J 9 



0 02767 

79 a 49 

o5 

9 * 

4 - 


i 3 

9 * 



0.02767 

79262 

9 e 

10* 

— 


I 1 

98 



0.02767 

79260 

98 

il* 

4 - 


12 

8t 



0.02767 

79263 

~79 
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On voit que conformément à la formule, la série cesse d’être con- 
vergente passé le io 4 “® terme , et que la valeur de log R qui en est dé- 
duite, doit être comprise entre 0.03767 7936396 eto. 03767 7935098, 
ce qui donne par un milieu 

log R = 0.03767 7935697, 

valeur exacte presque jusqu'à la onzième décimale. Mais en con- 
tinuant la suite plus loin, on s'éloignerait de plus en plus du vrai 
résultat. 

Cet exemple met dans tout son jour la manière de tirer tout le 
parti possible pour les approximations , de» suites demi-convergentes, 
c’est-à-dire des suites qui sout convergentes dans les premiers 
termes , et qui deviennent ensuite divergentes. 


(75). Au moyen de la formule (or), on peut développer en série la 
fonction T (A) lorsque A est très-petit. Pour cela , observons d'abord 
que r(A-+-i) = AT (A) , et qu’ainsi on aura 

r(A)=e“* A 4- * (air)* R; 

d'où 

log r (A) = (A — i ) log A — A 4. i ê(air) + + etc... (r) 

Cette formule ne peut servirque pour des valeurs de A plus grandes 
que l’unité; mais si l’on met 1 -f» A au lieu de A , et qu’au lieu du 
premier membre qui deviendra log r(i-+-A),on mette sa valeur 
log A -f- log T (A) , on en tirera de nouveau 

logr(A)= — logA+(i-l-A)log(i -f-A)-i — A -+-~ log (a*-) - 
A' B* Cf 

+ 1.*0 -H*) ~3.4C.-t-*) 1 + à.G(.-t-A) 1 ~ etc - 


et le développement étant lait jusqu’aux quantités de l’ordre A* ex- 
clusivement , on aura 


log r (A) = — log A -f i log (air) — 

-‘G+t-S+W) 


, A' B' Cf 
+ - O + 5^ - e,C - 


Lorsqu'on fait A = o , on doit avoir log T (A) = — log A , parce que 
Ar(A)=r(i+A), et qu’en faisant As=o le second membre 
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~= r(t) = i ; donc on doit avoir 


3^5 




î.a ‘£4 T" 5.6 

Et en effet Euler a trouvé cette égalité , page 466 de son Cale. diff. 
t-eta pose , la valeur précédente se réduit à celle-ci , M 

or dans 1 ouvrage cité , page 444 » on trouve encore l’égalité 

r _ > , A' B ' , C' 

+ T + T- etc -. 

^ “vou" r— 'k " 1 '* ' , ‘ J ' ur a, “ pr<ci ““ p" ■» 

C = o.577ai56649oi55a5; 
donc enfin on aura, k étant très-petit , 

logT (*)== — logA — CL ‘ 

Nous avons trouve ci-dessus , en poussant l’approximation plus loin, 

r W ^[,-PA + (lp •+£)*> 

de là on voit que P = C , et qu’ainsi P n’est autre chose que I, 
constante C dont on vient de donner la valeur approchée jusqu’à 
seize décimales. 1 ^ 

Nous connaissons donc maintenant la valeur de T (k) très-appro- 
.chee, lorsque A est très-petit, et on pourrait en approcher encore 
davantage en poussant le développement plus loin. 

(74)- Mais voici des considérations qui mènent plus généralement 
et plus directement au même but. Soit 


M =t i 
N = 


•*+ 1 


^+3 


-f- etc. 


celte dernière suite étant prolongée à l’infini. 

Nous regarderons la quantité M comny» une fonction continue 


ar)6 SECONDE PARTIE, 

de x , puisqu'en effet on a ( Cale, dijjf . , pag. 44^ )t 


M = /x + C+- — 


ax‘ ‘ 4x* 


•£»+ e, c- 


formule qui est propre à donner la valeur approchée de M , quel que 
soit x, pourvu qu’on suppose x plus grand que l’unité. Celte même 
formule donnerait la valeur de M , lorsque x est plus petit que 
l’unité ; car en représentant par M (x) et par M (x+i) des fonctions 
semblables de x et de x-f- i , on a évidemment 


M (*) = M (x -f- ,) — 

ou encore 

etc. ; 

de sorte que x étant plus petit que t'unitc, on aura la fonction 
M (x) ou M, au moyen d’une semblable fonction où x sera aug- 
menté de plusieurs unités , et qui rendra la suite précédente assez 
convergente dans les premiers termes, pour qu'elle puisse donner 
toute l’approximation qu’on peut désirer. 


( 75 ). Cela pbsé, si x devient je — f— ai (a étant plus petit que l’unité), 
les fonctions Met N qui peuvent être représentées par M(x) et N(x), 
deviendront M(x-4-a>) et N (x-f-«). Or, je dis que la somme 
M (x) -f- N (x) — M (x -f- «) +N (x-|- ot) , et que les deux sommes 
sont égales à une même constante. 

O 

En effet, si la suite qui a pour somme N (x) , au Heu d être 
prolongée à l’infini , était continuée seulement jusqu’au terme * 

— , m étant un nombre très-grand , la somme M (x) -f- N (x) 

et la somme M(x -+- a) -1- N (x-f- u) ne pourraient différer entre 

elles que d’une quantité moindre que » puisque cette 

différence est Celle qui a lieu lorsque a = 1 . Or m étant 

très-grand, la différence — — î — ■ — est censée nulle; à plus forte 
0 ’ x 4- m 1 v 

raison le sera-t-elle lorsque la suite N (x) sera prolongée à l’infini. 

Ou aura donc 

M -f- N = const — C' ; 

mais 
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mais puisque la valeur de N est 

— 4 1 — ~r — 5-7 - — (- etc., 

î-f-x a+x 3-t-x ' 

si on développe chacune de ces fractions dans l'hypothèse que x 
est plus petit que 1'uuité , on aura 

n = • +5+î+5 +etc - 

-*(* + ^+r.+f.+ etc ) 

+ * ! (* + p + j. + ÿ+ etc ) 

— etc. 


La première partie 1 + 7 H- j ; -H etc- n’est autre chose que la 
coustante G' ; donc on aura 

M = S,x — SyX‘ -f- S 4 x 3 — S s -f- etc. , (y) 

« 

S. représentant en général la somme des puissances réciproques de 
degré n des nombres naturels. 


(76). Mais dans l’hypothèse de x > 1 , on a, d’après l’équation (r) , 

dlogr(x) , 1 

— logx — JJ— ; 


tlx 


A' , B' 

5 P + ÏT 4 - etc -> 


et dans la même hypothèse on a 


Donc 


M = log x -f- C + ± ~ + ^î — etc. 


ri log r (x) _ 

<5 — ’ 


.1 + M— C, 


O) 


équation qui doit avoir lieu quel que soit x , puisque M peut être 
regardée comme une fonction continue de x. 

Si maintenant on suppose x <1, ce qui permettra d’employer 
la suite (y) , on aura 


— = — i — C+ S,x — Sjx* + S 4 .r 3 — 


etc.; 


d’où résulte en intégrant, 

log r (.r)= — log.r — C,t+ i S,x* — j S,.r* -f- 7 S < x 4 — etc. ( 4 ) 

38 
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Ou n’ajoute pas de constante , parce que J.T (x) ou T ( i + .r) se 
réduit à l'unité lorsque x = o. 

(77). La formule ( 4 ) qui donne un développement complet de 
log T (.r) , servira à exprimer la valeur de toute fonction proposée 
T (z) , puisque cette fonction peut toujours être ramenée au cas où 2 
est plus petit que ~ , et même à celui où s est plus petit que 

De la formule ( 4 ) on déduit immédiatement la suivante , 

logr(i+x) = — Car+3 S,x* — 3 Sjx’ -f- 3 S 4 jt‘ — etc., (et) 

et en changeant dans celle-ci le signe de x , on aurait 

log T (1— x) = Cx -f- j S,r‘ 4- 3 SjX 5 4- j S 4 .r* + etc. , (et') 

formules également propres à faire trouver dans chaque cas proposé 
la valeur de T (3), puisqu’on peut toujours ramener cette fonction 
soit à la forme r(i-f-x), soit à la forme r(i— x), x n'excé- 
da ni pas i. 

Ainsi on a des séries régulières et toujours convergentes pour 
calculer la valeur d’une fonction donnée T ( z); elles supposent 
seulement l’emploi des quantités S,, S, , S 4 , etc. , dont Euler a 
domiélcs valeurs numériques fort approchées jusqu’à S l5 ( Cale, diff., 
page 456 ). 

Nous devons observer que la formule (») revient à celle qu'on 
voit dans l’ouvrage cité, page 800; il parait seulement qu’Euler 
n’a pas aperçu l’usage que cette suite pouvait avoir dans la déter- 
mination de* fonctions T(x) dont il s’est occupé dans d’autres endroits 
de ses ouvrages. 

Remarquons encore qu’on peut déduire de la formule (ai) , cette 
valeur de C, 

C = — i log T ( 1 -f x) + i S,x — g ^ S^x 3 — etc. , 

d’où l’on voit qu’il suffit de connaître une valeur particulière de 
r(i4-x), et qu’on aura la valeur de C exprimée par une suite 
d’autant plus convergente que x sera plus petit. Si l’on faitx=i, 
on aura 
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C=log^ + iS..i-iS,.i + IS 4 .I-etc. 

(78) . Les deux équations T (1 4--*) =JT(x), ctr(x)r(i — x) 
= -s-— — , donnent 

r(.+x)rc.-x)=^ ; (O 

prenant les logarithmes des deux membres , et substituant les valeurs 
données par les formules (ai) et (et') , on aura 

lo S (~^) = S - r ‘ + î S 4** + 3 S>x ' + clc - ^ 

formule connue, et qui par sa différentielle, sert à déterminer les 
valeurs des quantités S,, S 4 , S 6 , etc. 

On peut faire usage de cette formule pour rendre encore plus 
convergentes les suites coutenucs dans les équations (ai) et (a') : 
on aura ainsi 

log r (. + x) = i log(^)- Cx _ i ‘ S 5 x» - etc.j 

1°S r (« — x) = l lo s(tî^î)+ Cx+g SjX 1 4-g S 3 X 5 4- etc. J 

La dernière, en faisant x = j, donne 

C = La — 3 S,, j — jSj.^ — etc. 
valeur plus convergente que celle de l’art. 77. 

(79) ' Ayant l’expression développée de log T(x) , par la formule 
(•J,), on peut pareillement avoir celle du logarithme de la fonction 

car puisqu’on a trouvé 


«)- 


<D r (D 


si on prend les logarithmes de chaque membre , et qu’on désigne 
par Z la fonction qui répond à une valeur donnée de n, on 
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io g z = *.(££!)- i s . sr+'r-r . -^ 
+ s s - (,+,y J f ’~ < 

1 O (P + <7)‘ — P* — <?' i 
“ 4 & «’ !»♦ ! 


on 


H- etc. 


Les deux premiers termes de cette formule s’accordent avec l'équa- 
tion (T) ; mais on voit ici la loi générale du développement qu’on 
peut continuer à volonté , et qui donne une suite d’aulaut plus 
convergente, que p et q seront plus petits par rapport à ». 

Ainsi pour la fonction f désignée ci-dessus par M«, on aura 
log. M. = log Q) — S.(a* — a) a - 4 3 S,(a 3 — a) p “ elc - 


(80). D'après ces formules , il a été facile de calculer la table ci- 
jointe des valeurs de log T (a). Pour cela , nous avous fait k = 4 4 a 
dans la formule (r) , ( ou aurait pu prendre également k = 3 4 a , 
A == 5 -f -a, etc.) Alors le premier membre donnant la valeur de 
log T (4 + n), nous en avons déduit log T (») .par la relation connue 
entre ces quantités; savoir : 

r (4 -+-«) = (3 + n) (a 4- a) (1 4 a) oT (a). 

Nous avons donc eu à calculer la formule 


mk! 


logr(«)=(A— £)log* +;Z(a«) — mk 4 ^ 
— log [a (1 + p) (2 4 n) (3 4a)] , 


miy 


mC' 


3.4 k 3 


.t l/c 5 


etc. 


dans laquelle on a introduit le facteur /n = 0.43439, elc. afin de 
réduire tout aux logarithmes des tables. 

De cette manière on n’a jamais eu besoin de calculer plus de 

deux ou trois termes de la série , 4 — etc.. 

i.a# 3 . 4 A 1 ‘ 5.6A 5 ' 

pour avoir log T(a) approché jusqu’à sept décimales, dans tout 

l’intervalle depuis <1=1 jusqu’à 0=3. 


(81). Nous remarquerons jen Cuissant que les intégrales delà forme 
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fe-f'i'dt, prises depuis t=o jusqu'à /= as, peuvent être ramenées 
aux fonctions T (a). En effet , soit d’abord <* +l = z, et ~ m = a , 
l'intégrale précédente deviendra Ç — ^ ^ . er~ l *dz , celle-ci- devant 

encore être prise depuis s = o jusqu'à s — oo . 

De là on voit que l’intégrale proposée ne perd pas de sa géné- 
ralité en faisant n=o, et qu'ainsi on peut se proposer simplement 


l'iotégrale fc~ ,m dt. Si dans celle-ci on fait e— ! "=x, on t= ( log 


la transformée sera d Ç ir(log 

is x = o ju 

fr-rj l= ± T (±). 


, et celte nouvelle intégrale 


devra être prise depuis x = o jusqu'à x — i ; ou aura donc géné- 
‘ râlement 


Ainsi les intégrales dont il s’agit n’offrent point une nouvelle 
espèce de transcendantes, et se rapportent aux fonctions T. 


Il n'est pas inutile pour l’histoire de la science, d’observer que 

__ t 

l’intégrale fdx (log ^ = \Ar que l’on trouve $ a8 du mémoire 

d’Euler, imprimé dans le tom. XVI des Aoi'i Comm. Petrop. f avait 
été donnée long-temps auparavant par le même auteur, dans le 
tom. V des anciens Mémoires de Pctersbourg , pag. 44- G’est donc 

à celte époque que remonte la découverte de l’intégrale fv dx 
— ï V * > prise entre les limites x= o , x — os , puisque la simple 

substitution ê~ x = s suffit pour ramener l’intégrale fe 1 dx à la 
forme \fdz (log j)- i . 


FIN DE LA SECONDE PARTIE. 



5oa TABLE DES LOGARITHMES DE LA FONCTION T (a); 


a 

Log r 

a 

Logr. 

1 .oco 
1 .CGI 
1 .003 

1 .co 3 
1 . CC '4 
1 .co 5 

O.OOCÔOCG 1 

9-9997497 1 

9.9995OOI 

9 - 999 * 5 ' * 

9.9990000 

9.9987550 

1 .c 5 o 
1 .o 5 i 
1 .o 5 a 
1 .o 53 
1 ,o 54 
1 o 55 

9.9883379 

9.9881330 

9.9879068 

9.9876333 

9.9874763 

9.9870651 

1 .ooti 

1 .OG7 
1 .cc8 
1 . ocq 
1.010 

9.9985088 
9.9983627 
9 -. 99 8o, 74 
• 9 - 99777*7 
9 9975*68 

1 .006 
1 .037 
1 .o 58 

1 . 069 
1 .060 

9.9870535 
9.9868406 
9.9866393 
9 . 9864 1 87 
q . 9869088 

1.011 

1 .013 

i .oi 3 
1 .014 
1 ,ci 5 

9.9973855 
9.9970400 
9.9968011 
9 9965590 
9.9963195 

1 .061 

1 .063 
1 .o 63 

1 .064 
1 .c 65 

9 • 9809996 
9 . 96379 i* 
q . q 85583 o 
9.9855768 

q 9851691 

1 . c 1 6 

1 .017 

1 .018 
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9.9537363 

1 -692 

9.9576777 

1.74a 

9.9624960 

*• 7 . 9 * 

9.9681487 

1 .043 

9.9537965 

1 . 6 q 3 

9 . 9677666 

1.743 

9 . q6a6ooq 

1 .793 

9.9682701 

> .644 

9 . 9538K73 

1.694 

9 . 957853 q 

1.744 

9.9627063 

1 .794 

g. g 683 q 18 

1 .645 

9 . 9539383 

1 .GqD 

9.9579436 

1.745 

9.9628119 

' - 79 r > 

9.96851 38 

l . 646 

9.9540097 

1.696 

q.g 58 o 3 l 6 ' 

1.746 

S- <>639179 

" 1 79 S 

9 . 968656 l 

1.647 

9.954081,5 

1.697 

q.q 58 iaio 

'•747 

q . 9630342 

1.797 

9 . 96^7588 

1 . 648 

9.9541536 

1.698 , 

q. 9583107 

1.748 

9 . 963 1 3 o 8 

1 . 798 

9.9688818 

i . G 4 <j 

9.9543361 

1.694 

9 . 9583 oo 7 

1.749 

9.9632378 

« -799 

9.9690051 


9.9541981 

1 . 7;>0 

9 q 583 qii 

1 .750 

9.9633451 

1 .800 

9.9691287 
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rT" 

Logr. 

a . 

Log r. 

a . 

Logr. 

a . 

Logr. 


.800 

.801 

.80a 

, 8 c 3 

.804 

.Ro 5 

9 . 969 1 287 
9 .9693526 

9 9693769 
9.9635°. 5 
9.9690954 
9 . 96976 1 6 

i. 85 o 
1 85 . 
i. 85 a 
1.853 
. .854 
1.855 

9.9757136 

9-9758533 

9 -9759g 12 

4 . 97 «UÎ 31 

9.9763730 

9.9764139 

1 . geo 
l . 901 
1 .902 
i .go 3 
1 .004 
1 .go 5 

g . g 83 ob'g 3 
g.g 83 a(' 4 i 

3-9833793 
g. ÿ 835347 

g . g 836 go 5 
9.98.38465 

i .g 5 o 
1 .g 5 i 
1 .953 

1.953 

1.954 
1 .905 

9.9911733 
9 - 99 < 3 4 2 7 
9 - 99 ' 5 i #5 
9. s;i '6826 
9.9918.530 
9.9910357 


.8u6 

.807 

.808 

.80a 

.810 

9.9698771 
9 . 9700000 
9.9701901 
9.9709556 
9 . 9703894 

1.856 
1 .867 
1.858 
1 . 85 g 

1 .860 

9 . 976555 l 

9 . 976 IÎQSG 

g. 97 b '8084 

9.9769805 

9.9771399 

1 .gob 
«.907 
1 .908 

1 .910 

g. 9840028 

9.9841594 
9.9843164 
9.9844736 
9 . g 84 b’ 3 1 1 

1 .g 56 

1 - 9^7 
1 .9 58 

'• 95.9 
1 .960 

9 99 a 'g 47 
9.99136 59 

9.9935374 
9 99 a 7 ° 9 3 
9.9918814 


.81 1 

.81a 

, 8 i 3 

.814 

. 8.5 

9.9706096 
9.9705389 
9.9707047 
9.9708957 
<) -97 'Mi 1 

1 861 
1 .863 

1.863 

1.864 

1.865 

9.9773657 

9.9774087 

9-9775531 

9-9776967 
9 . 9778097 

1 -91 1 

1913 
1 .gi 3 
1.914 
1 qi 5 

9.9847889 

9-9*49471 

g.g 85 ic 55 
9.985964a 
9 • 9874 « 3 a 

l.96l 

1 .gb'a 
1 .gSo 
1 .gR 4 
i . S 65 

9. 9930518 
g.gg 3 Q 2 bb 

9 • 99 33 99 ® 
9.9955738 

9.9957484 


.816 

:S;Ï 

.819 

,8ao 

9.9711498 

9.9713788 

9.97.4081 

9.97.5377 

9.9716677 

1 . 866 
i . 867 

1.868 

1 .869 

1 .870 

9 • 9779 * 4 ° 
g. 9781386 
9.9783734 
9.9^84.86 

99785641 

1 .916 

1 3'7 

1.918 

1.919 
1 .910 

9 . g 8558 a 5 
9.9857431 
9.9859020 
9.9860G31 
9.9863336 

1 .966 

1.967 

1.968 
'• 9 % 
>• 97 ° 

9.99.39101 

9.9940943 

9.9942687 

9 - 9944434 
9.9946184 


.821 

.81a 

. 8 a 3 

.81.4 

.813 

9.9717980 
9.9719186 
9 . 9720695 
9 * 97 a» 9°7 
9.9733223 

1.871 
1 .87a 
..873 
1.874 
1 .870 

|:gSl3S 

9.9790030 

9 - 979 ' 43 ° 
f ). 97^2960 

1 ai 
1 .922 

1 *. 9 3 ^ 
1 .924 
1 .920 

g.g 865 B 54 

9 . 9865444 

9.9867068 
9.98686’7Ï 
5) ■ 987039 4 

'• 97 ' 

1.97a 

1.973 

1-974 

1.973 

9 . 9947 g 37 

99949693- 

9.9951401 

9.995321a 

9-9954976 


.816 

.837 

.8a8 

.8a<) 

, 83 o 

9.970454a 

9.9735864 

9.9737.89 

g.c) 7 ao 5 i 7 

9.9729848 

i .876 

1.877 

1.878 

1.879 

1 .880 

9-9794433 

9 - 97 . 9 °g °9 

9.9797089 

9.9798871 

9 . o 8 oo 356 

1 . 938 

1 - 9 a 7 
1 .938 
' -119 
1 . g 3 o 

9.9871916 
9.987354a 
9. 9875 170 
9 . 987680 1 

9.9878435 

1.976 

'•977 

■978 

‘•979 
1 .980 

9.9966743 

9.9958313 

9.9960386 

9.996306a 

9.991^840 


. 85 . 

■ 85 a 
.833 
.834 
.835 

9.9731.8a 
9.97335 no 
9-9733860 
9 . 9735 ao 4 
9. 973655. 

1.881 
1 .881 

1 .883 

1 . 884 

1 .885 

9.9801K44 
9 . 980.3335 
9 . 9804839 
9.9806337 
g 9807837 

i.gji 
1 . g.la 
1 .<)53 
1 -»34 
1 .g 35 

9.9880073 
9.9881713 
9 . 9883.355 
9 . g 885 oo i 
9 .g 88 G 65 o 

1 .981 

1 . 982 

'•S* 3 
1 .984 
*• 9*5 

9.9565631 

9.9967403 

9 ■ 99°9 ', 9 ® 
9.997098a 

9.9970774 


. 8’>6 
. 83 7 
.838 
. 83 g 

. 8qO 

.9 97379 ° 1 
9-9739354 
9.9740610 

9 - 974 ' 97 ° 
9 . 974333 a 

1.886 

1.887 

1.888 

1.889 
1 .800 

9 - 9809300 
9.9810837 
9.981 234<) 

9. 981 585 a 
9 q 8 l 53?4 

~ 3 G~ 

1 

1 ,g 38 

• -.93.0 

• . 940 

9.9888001 
9.9889956 
9.9891614 
9.9893375 
9 . 989/918 

1.986 

1.987 

1.988 

1 9*9 
1 .990 

9 ■ 997458.9 
9.9976.367 
9.9578168 
9 - 997997 1 
9 - 9981779 


.841 

.84* 

.843 

.844 

.845 

9 - 9744697 
9 . 9746 ob 6 
.9 9747437 
9.9748811 
9.9700190 

1 .891 
1.89a 
i .893 
1,894 

i .890 

9.981689a 

9.9818414 

g.qS | 9938 

9.9811466 

9. 9813996 

l.g4i 

».q 4 2 
' 943 
‘■944 
1.945 

g.gKgb(jo 4 

9.9898274 

9.9699946 

y.ggoibai 

9.9900199 

'• 99 ' 

* 99 » 

«•SS 3 

'•994 

1 qg 3 

9.998.3389 

9.9980901 

9.9987316 

9.9989034 

S- 999 c *53 

! 

. 845 
.847 
.848 

•« 4.9 

.• 85 o 

9.975.571 

9.9753955 

9.9754343 

9.9755733 

9 ■ 9757">6 

1.89$ 
.1.897 
1.898 
<*' 1.8()9 
1 .goo 

9.9834539 
9 . 983606(1 
9.9827608 
9.9839148 
9 . 9830693 

1.946 

•9 47 
1 .948 
1 -î) 4 l 
i ,g 5 o 

9.9904980 

9.9506664 

9.9908350 

9.9910040 

9 - 99 " 7 3a 

' ■ 99 s 
'•997 
'■S 9 8 
' 899 

3.000 

9 . 999 2l ’ 7 8 
9.9994504 
9 9998330 
9.9998163 
o.occoooo 
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TROISIÈME PARTIE. 


DES QUADRATURES. 


D ■ verses méthodes relatives aux quadratures, sont l'objet de celle 
troisième partie : ces méthodes complètent naturellement la théorie 
des transcendantes, puisque si les transcendantes sont trop compo- 
sées , ou si elles ne peuvent se réduire à celle* qui sont données 
par les Tables, il faut nécessairement , pour les évaluer dans les 
cas particuliers , avoir recours aux quadratures. 

I,a méthode que je propose comme la plus générale et la plus 
sûre , consiste à exprimer l'intégrale cherchée aux différences infi- 
niment petites , par une intégrale aux différences finies à laquelle on 
ajoute les corrections que l'analyse indique et qui servent à di- 
riger l’approximation. On petit parvenir de cette manière à des 
résultats dont l’exactitude s'étende jusqu’à tel ordre de décimales 
qu’on voudra. 

La même méthode considérée sous un autre point de vue , peut 
servir à construire une courbe dont les coordonnées dépendent 
chacune d'une quadrature particulière. J’ai donné pour exemple 
en ce genre , le calcul de la trajectoire d'un projectile dans un 
milieu résistant , et j’ai par ce moyen poussé l’approximation plus 
loin que je né l’avais fait dans la pièce couronnée par l'Académie 
de Berlin en 1783. 

On trouve dans les Mémoires de l’Académie des Sciences , 
années 1778 et 1783, une méthode fort ingénieuse pour avoir la 
valeur de l’intégrale fyd. r, dans le cas où la fonction y est nulle 
aux deux limites de l’intégrale. J’ai exposé cette méthode avec les 
développemens qu’elle exige daus quelques exemples , et principale- 
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ment dans son application au cas où les limites de l'intégrale sont 

supposées imaginaires. 

Enfin j'ai profité de la liberté que me donnait le titre de cet 
ouvrage, pour traiter de diverses sortes d’intégrales définies qui 
appartiennent à la théorie des transcendantes. De ce nombre sont 
plusieurs formules que Laplace a données dans diffère ns recueils, 
et qui tiennent un rang distingué dans celte théorie ; les autres 
sont, pour la plupart, extraites des ouvrages d'Euler, et parti- 
culièrement des Supplémens qui composent le tome IV de son 
Calcul intégral. 

Je me flatte que ces divers objets réunis sous un même point 
de vue, pourront intéresser les Géomètres; ils ont été d'ailleurs 
choisis de manière que chacun d'eux puisse offrir de nouvelles 
formules ou de nouvelles démonstrations. 

Formule générale pour les quadratures. 

(i). On est censé avoir résolu un problème lorsqu’il est réduit 
aux quadratures , c’est-à-dire lorsqu’il ne dépend plus que d’une 
ou de plusieurs intégrales de la forme fydx , où l'on connaît^- en 
fonction de .r. 

Si les intégrales dont il s’agit sont susceptibles d’être exprimées 
par des suites convergentes , la solution est aussi complète qu’on 
peut le desirer , eu égard à la nature de la question ; mais le plus 
souvent ou a des expressions trop compliquées pour les intégrer par 
des suites convergentes, et il ne reste d'autre parti à prendre que 
de chercher leurs valeurs dans les cas particuliers seulement, c'est- 
à-dire pour une partie donnée de la ligue des abscisses. 

Soit donc proposé de trouver la valeur de l’intégrale Z = Jjdx , 
depuis xs=a jusqu'à x = ê, ou seulement depuis x — o jusqu a 
x — a ; car on peut supposer que l’origine des abscisses est prise 
au point où commence l’aire, de manière que Z et je s’évanouissent 
en même temps. 

Pour obtenir plus facilement le degré d'approximation qu’on peut 
desirer , nous supposerons , 

J'. Que dans l’intervalle donné depuis x s=o jusqu’à x = la 
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fonction^ reste constamment de même signe, et noos regarderons 
ce signe comme positif. S'il en était autrement , on chercherait suc- 
cessivement 1« différentes parties de l’aire fjdx, situées de diflérens 
côtés de la ligne des abscisses , et on retrancherait la somme des 
aires négatives de la somme des aires positives. 

a”. Que la courbure de la courbe, depuis x = o jusqu’à x=a, 
n'éprouve aucune variation assez brusque pour que l’un des coetli- 

ciens ^ ^ ^ devienne infini. Ainsi dans toute l’étendue de 

la portion de courbe que nous voulons quarrer , l’ordonnée qui 
répond à une abscisse x ■+■ a , très-peu différente de z, pourra 

s’exprimer avec une exactitude suffisante par la suite y -f- a. ^ 
-f- ^ ^ -j- ^ ^ -(-etc., sans qu’il y ait lieu à exception pour au- 
cun point. Cette condition est surtout nécessaire aux deux limites de 
l’intégrale; elle est moins importante dans les points intermédiaires, 
parce que l’erreur due à cette cause est limitée, et qu’elle peut être 
corrigée assez facilement, comme on le verra ci-après. 

Cela posé , soit y= F (x), et x = nce , n étant un nombre entier 
d’autant plus grand , qu’on voudra obtenir une plus grande ap- 
proximation ; si l’on désigne par 2F ( x -(- £ » ) la somme de la 
suite 

F(i") + F(i + + F(x-i»), 

il est visible qu’on aura d’abord à très-peu près Z == »2F (x-f- j«). 
Pour avoir une valeur plus exacte , soit 

Z = » 2 F (x-+- j») + £, 

on aura en faisant varier xde », et prenant les différences finies 
de chaque membre , „ 

a£ = AZ — »F (x-f-| »). 


Développant le second membre suivant le théorème de Taylor, et 
dZ 

observant que j~ = y — F (x) , on aura 

ddf . « 


a «-•*+?•£+&•» - t-ro-a? 

—, | dŸ a 3 1 ddf 

* * ’a Ujc a ’ 4 " dx* ïî-3 


d>F , 

^3+ etc. 


i (PF 

’ 8 ’ dx> elC ’ » 


Digitized by Google 
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, Üio 

ou en réduisant , 



d ' F 

3? 


rîiG • j %)S +elc - 


On voit que le premier ternie de la valeur de £ est ^ ^ ; 
ensorte qu’on peut faire £ s= — . ^ + £' ! on trouverait ensuite que 

le premier terme de la valeur de £' est — ^ Mais pour 

connaître la loi de la suite qui exprime £ , nous laisserons indé- 
terminés les coéditions de scs différons termes, et nous supposerons 


Z = 


»2F (x 4- i a» ) -f- const. 

JF ... ddF . 


(■>). 11 suffira de déterminer les coefficiens a b d, etc. flans 

' * 

un cas particulier; soit donc F (a: )=<?*, on aura f , 

d f= e*, etc. , Z = /è * dx = e* — i, 2F(x + ï*) = e*"2e* 
dx* 

J N . 

— — — ~(e r — î), et la substitution de ces valeurs donnera lequa- 

e - — i 

tion suivante qui doit être identique : 

e 1 — i = - * ^ const. -f-( a'a»* -f- c'«‘-f-etc. ) e*. 


Faisant x = o , on trouve la constante = — du' — b'at* — c'a* — etc.; 
de sorte qu’en divisant toute l’équation par e‘ — i , il viendra 

“ — i — a'»» — b'u 3 — c'a t* — fu* — etc. 

Le premier membre est une fonction paire de u , puisqu'il 
reste le même en changeant le signe de et ; donc dans le second 
membre , tous les coefficiens des puissances impaires de a» sont nuis. 
Pour avoir égard à cette circonstance , nous ferons de nouveau 

—7 — - — ; — i — A»*-1-Bai 4 — — etc.. (1) 
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et la valeur de Z sera en général 

Z=*2F (x + » + Aa>* g - B«< g + g— etc. 

+ const. 

Désignons par -J- , , etc. , ce que deviennent le» coefficicns 

</F tidŸ * 

^2 , -j— , etc. lorsque x=o, et la constante e’tant déterminée de 

manière que Z et a: s'évanouissent en même temps , ou aura 
Z = <.2F(*.+ i«) + 

+ «*©-© 

— etc. : 

c'est l’intégrale demandée prise depuis x — o jusqu'à x — na. 

(3). Si dans l'équation (i) on met — a* à la place de il 
eu résultera 


: i + A«*-+- Ba 4 -J-Ca s + D» s -f-etc. 


•in î» 

Le premier membre peut se mettre sous la forme 

9at a 


ï + 


' *• , <.• 3G» . 

( Iritrod . in An. inf. , page wja ), et par son développement on a 

a— 

B = TKrO “? + 5i““i + elc -) — 5^5 
c == •^( , “? + ?~? +ctc ')“p75S3 
D ~ Ï5GlT‘ (* s? 3* 4 ,_ ^ etC ') == (ia8)*.g45o 


- — etc. , 


etc. 
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D'où l’on voit que tous les coefficiens A, B , C , etc. sont positifs, et 
qu’ils décroissent suivant une raison qui approche de plus en plus 

de J- t de sorte que chaque terme sera environ le quarantième du 
précédent. 

La manière la plus simple de calculer les valeurs numériques 
de ces coefficiens , «est de les déduire du développement de la 
fraction 

j — = i + A a** -J- B»* -f- C»' -|- etc. , 


d’où l’on lire 
A = 


i i 

a. S ’ 4 


B ='ô-i A ' 
c = ô-î B 

etc. 


a.3.4-S ’ Tl 


.4a- 


a. 3 . 4.5 • >6 


a.3.4-â.6.7 " 64 


Si on appelle S. la somme de la suite 1 -f- — + — 4- -f* etc. , 

on aura encore 


a = iM'-ï) s - 
b = ïw (■-?>• 

c = M '~ S s - 

etc. 

Et en général, N étant le n Um terme de la suite A , B , C, etc. , 
on aura 

Nous connaissons maintenant la loi des termes de l’équa- 
tion ( 2 ) ; mais pour que celle formule soit employée avec succès 
à la détermination de l’aire Z, il faudra prendre » assez petit pour 

que le terme Bai* ^^4 — ^!l0 et k* su ' vans P u ' ss ent être nc- 

gligés ; 
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gligcs f cl c'est ce qu’il est toujours facile de faire , a moins que 
ne soit infini à l’une ou à l'autre limite de l'intcsiwc. 

(U o 

* * ffp 

Ainsi ce cas excepte , et à plus forte raison celui où jj- de- 
viendrait infini à l'une de cfis limites, on déterminera l’aire Z par 
la formule 



la seconde partie e’tant la correction de la première. 

f/F* 

(4). Si le coefficient j- était infini à l’une des limites de l'inté- 
grale , c’est-à-dire , si dans l’un de ces points , l'ordonnée était 
tangente à la courbe , il faudrait chercher par un autre procédé 
l'aire comprise entre cette ordonnée et une ordonnée peu éloi- 
gnée ; le reste de l’aire ne serait sujet à aucune difficulté. 

Supposons, par exemple, que ^ soit infini à la seconde limite 

de l’intégrale, et soitj' = l l'ordonnée qui est tangente à la courbe 
en ce point. Si en faisant x=a — a, on a y s= c, alors l’aire 
comprise entre les deux ordonnées c, b, sera à très -peu près 

“(ac + t), C’est ce qui résulte de la supposition que l’arc de 

courbe dont il s’agit peut être assimilé à un arc de parabole dont 
l'axe est parallèle à la ligne des abscisses. 

Il faudra donc joindre à la quantité î ( ac -f- b ) , l’aire com- 
prise depuis x = o jusqu'à x = « — «. 

Une connaissance plus intime de la nature de la courbe , pourra 
conduire à une valeur plus approchée de faire comprise depuis 
x~= a — a jusqu'à x 3 = a; mais la détermination précédente suffira 

• dP 

dans presque tous les cas, et le procédé serait le même si était 
infini à la première limite. 

dP * , • 

De même si ^ n’est pas infini à l’une des limites de l’intégrale , 

mais que jp le soit , ou qu’il ait une valeur très-grande ; alors il 
conviendra de calculer d’une maimire particulière l’aire de la por- 

m 4q 
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tion Je courbe, dans laquelle ce coefficient a une valeur trop grande 

pour qu^la formule (a) s’y applique avec sûreté. 

( 5 ). Cherchons maintenant quelle erreur peut résulter de notre 
formule, lorsqu’entre les limites de l’intégrale il y a un point où 

la valeur de x rend infini soit le coefficient , soit 1 un des deux 
suivans ^-\ , ; j'observe que si x = a. et y =6 sont les coordon- 

nées de ce point singulier, on devra avoir en général 


y = g + A (x — xf + B (x— a ) f ‘ +, +C (x — etc. ; 

fi étant un nombre fractionnaire positif, et v un nombre également 
positif, mais qui peut être supposé égal à l'unité , excepté dans des 
cas extraordinaires. J'observe de plus que comme la courbe est 
supposée former une branche continue depuis x = o jusqu’à x=a , 

a étant > a , il faut que fi soit représenté par une fraction ^ dont 

le dénominateur sera toujours impair, afin que la supposition de 
x — a négatif ne rende pas imaginaire^* — g. 

Supposons maintenant que l'intervalle « qui est une partie aliquote 
de a , en soit une aussi de a, ce qui est toujours possible en retran- 
chant une petite partie de l’aire proposée , et ajoutant ensuite la 
partie retranchée ; l’intégrale finie 2a»F ( x + 7 a>) contiendra les 
deux termes o>F ( a — *<»)-(- «F («-f-jt») qui répondront à la 
partie d'aire comprise depuis x=a — a> jusqu’à x=a-^-a> , et la 
formule (a) supposera que celte partie d’aire £ est représentée par 
la formule 


£=»F (* — ± ») + eeF (* + i «) + £4 — £), 


''I et étant les valeurs de ^ qui répondent aux abscisses et — a, 
et a -f- ai. Or la valeur supposée dej* donne 


F(a4-iû>) = € + A(5û0‘ -f- B (-J t»)^ -f- etc. 

F (« — » = g 4- A (— {e»f + B (— i of + ’ + etc. 

= A fitJ 1 1 -f- B {fi -1- y ) 1 -f- etc. 

Il — A .“ ’rhB (M + 0(— + etc - 
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Donc 

? = rf. + A.' +, (i + g)[ . +(->/] 

+ b *'" , ’ + ' (^ + =ÿ) f +(-/- 

Mais l'intégrale/} <£r, prise depuis x = ec — ai jusqu’à x=x -f-«, 
a pour valeur exacte 


Ainsi la correction qu il faut appliquer à £ ou à 7, pour avoir la vraie 
valeur de l’aire que l’on cherche , sera 

+ ^ + ' + ‘ t+i+T - - !£ ÿ 2 )[.+C-.}'‘ + ']. 


Il faut dans cette formule distinguer deux cas , selon que fi est de 
la forme ou ^ 77 » "Supposant d’ailleurs »- = x , ce qui ne peut 
souffrir que très-peu d’exceptions , on aura dans le premier cas , 


"=^ + 'C-TT-?-S). 

et dans le second cas. 


J'Z = aBa^T 


L..u- 


_ 1 _ _ fc+lYl 
,/“+■ S u4 JJ 


Soit F( *+ï“) — aF(«) -f-F ( * — 3 ®) = M, la quantité' M sera 
connue par les termes qui composent 2»F (x-|- j o>) , et au moyen 
de cette quantité , on aura dans le premier cas. 






et dans le second 


SZz=M<»C 


#*+• 


a 4 > 


Ainsi on connaîtra la correction à appliquer à la somme trouvée , 
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La seule méthode pratique qui soit il la fois simple Cl exacte 
pour les quadratures, consiste à diviser la courbe par des ordonnées 
équidistantes, de manière que les arcs compris de deux en deux 
ordonnées , soient assimilés à des arcs de parabole. Désignons par 
c , c\ c" ... . c *" 5 la suite des ordonnées qui répondent aux abscisses 
o, |ai, u , i en .. . .«ai ; l'aire parabolique depuis x~ o jusqua.r=a» 

sera exprimée par g c de même l’aire parabolique de- 
puis .v — a jusqu'à x — loi , sera g (c"- f- ) ; ainsi de suite. 

Ajoutant toutes ces parties , on a pour l'aire entière S, com- 
prise depuis x = o jusqu’à x = nui , la formule 

S = g ( c + 4 c 4 - a c"+ 4c'"-|- ac” -+- 4 ^“— > + <*“>) . . . (3) , 

ou , ce qui revient au même , suivant les dénominations précédentes, 
S = ^[F(o)+4F({«)4-aF(a,)+4F(i a .). . .+4F(»-{»)+r(*)} 
Cette formule peut s’écrire ainsi : 

S=-g-[ F (o) — F (x)] 

+Vg [F(» 4- F(» 4 - F(|*). . . . 4 -F(oc~»] 

4-y [F ( « ) 4- F (a«) 4 - F(3 a>). . . .4-F (x - «) 4- F (*)]. 

Mais d’après la formule (a), l’aire comprise depuis x = o jusqu'à 
x — noù étant appelée Z, on aura * 

Z = «[F(*«)4- F (*«)4-F (§•).... F (* — »] 

4 - Aa>*P — B«éQ 4* C»‘R— etc. , 

P,Q, R, etc. dépendant de la valeur des eoefficiens différentiels 
d -Q, ^ ^ , etc. aux limites de l’intégrale. 

Si on appelle U l’aire comprise depuis ai jusqu à .r=(«4~v) 
l’expression de cette aire sera semblablement 

Z'= ch [F (ai) 4 - F (aai) 4 - F (%)... . 4 - F («a.)] 

4-A»*P' — Ba 4 Q'4- Caf 6 R'— • etc. , t 
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en désignant par P', Q', R', etc. ce que deviennent P, Q , R, etc. 
lorsqu’au lieu de x on met x -f- j o>. Mais si on désigne par 4 l’ac- 
croissement de l’aire Z lorsque x devient x - a» , et par 4* cc ( I ue 
devient 4 lorsque x— o, on aura Z' = Z -(- 4 — 4' >; 

Or ayant Z = fdx F (x) , on en déduit 


, » „ »* rfF , «’ MF 

' 'a^ r “ etc • , 

et par conséquent , 




M F 


etc. 


a. 3. 8 ‘ de* 

On tire de ces équations , 

a [F( ï m) +F( f te ) . . .-f-F (x—\ *)]=Z — Aû>*P+Ba» 4 Q — etc. 

* »[F( t» )-J-F( a»). . .4-F (x)] = Z-f-4— 4° — Aai’P'+Ba'Q — etc. 
Substituant ces valeurs dans celle de S , il viendra 

s = “ (F’-F) +z + iC4 — 4*) — a«<^)+ Bw< (— J 5 ) - * clc ' > 

ou , en substituant la valeur de 4 — 4% 

„ «* I /(CF JF*\ , «* J / (MF (MF"\ 

S = Z — Ï4" 3\dé lx)^~ • §\de* ~&ë) 

2.3.4.16’ 3 W dx 3 )~*~ elc ' 

Mais on a P = ^ ; si dans celte quantité on met x -f- £ a 

1 rfF , . , JF . « (MF . 1 ûi* rf'F . 
à la place de x, ^ deviendra s H- - • -^r + H • 4 • dp elc ’ • 

donc 

•y rfF rfF* , « /JM _ rfrfF_*\ , . — jPF»\ . 

^ — dr 7x 4” a V, dr* dr* / ‘ a * 4 W 1 de / ^ * 

de même ayant Q = jjp — ~i^r > 0,1 en déduira 

rf ! F <#• . 1 /rf'F rf‘F*\ , 

. Q-Z?-ï? + ï*(iEi“ÏF) + ,lc ’ 
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Cela pose' , en faisant les substitutions et rejetant les puissances 
de u au-delà de la quatrième , on aura 


S 



JF d F“\ 

& ~ 7R) ’’ 


d'où l’on voit combien est petite la différence entre la valeur 
exacte de l'aire Z, et sa valeur S approchée par une somme d’aires 
paraboliques. 

Ainsi dans la pratique on pourra, si l’on veut, s’en tenir à la 
formule (3) qui donne la valeur de S, et y ajouter la petite correc- 
tion que fournit la formule précédente pour avoir une valeur plus 
exacte de l'aire Z, ce qui donnera 



»* /<V‘F 

2880 \d.? (fi 1 /" 


Au reste la formule (5) suppose le calcul de deux fois plus de termes 
que la formule (a) ; ainsi à ce titre seul , l’usage de la formule (a) est 
préférable. 


(8). Nous avons suffisamment expliqué dans ce qui précède , 
comment on peut trouver une intégrale proposée fjdx entre deux 
limites données .r = o , ,r = <i ; et nous avons donné les moyens 
de pousser l’approximation jusqu’à tel degré qu’on voudra fixer. 
Mais si l’intégrale devait s’étendre depuis x = o jusqu'à x=ao, 
on pourrait craindre que la méthode ne fût impraticable, puisque 
l’intégrale finie 2a>F (x -(--<») contiendrait alors une infinité dç 
termes. La réponse à cette objection est que si l'intégrale cherchée 
doit être une quantité fiuie, seul cas où il y a lieu d’en faire le 
calcul , l’ordonnée F ( x ) doit décroître avec beaucoup de rapidité 
lorsque x devient un peu grand , de sorte que les termes qui 
composent ZouF ( x -fi- j « ) ne tarderont pas à devenir très-petits 
et entièrement négligeables. 

Il est facile au reste de remédier à cet inconvénient par une 
transformation. Eu effet si on fait , par exemple, x = — _ , l’in- 
tégrale fj'dx sera transformée en une autre fVdz , dans laquelle 
P sera une fonction connue de z et qui devra être intégrée depuis 
2 =o jusqu'à z=i. 

Ou pourrait encore faire x = k tang <p , k étant à volonté ; et la 
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transformée en p , qui serait de ia forme /^ép , devrait être intégrée 

depuis <p = o jusqu’à p = ~ ir. 

En général c’est par la nature de la question qu'on jugera de la 
substitution qu’il convient d’employer, préférablement à toute autre, 
pour transformer l’intégrale proposée en une autre qui soit comprise 
entre des limites finies. 

Construction de la courbe dans laquelle l'arc s est donné 
en fonction de la quantité " ■ 


(9). Soit i l’arc d’une courbe, fl l’angle que la tangente à l'extrémité 
de l’arc fait avec la ligne des abscisses , ensorte qu'on ait tang fl ; 

si l'équation de> la courbe n’est pas donnée , mais qu’on ait sim- 
plement l'expression de l’arc s en fonction de l’angle ô , savoir 
s = F (S) , et que de cette expression on ne puisse déduire les 
valeurs des coordonnées x et y , parce qu’elles dépendent d’inté- 
grales trop compliquées , il s’agit de trouver au moins par approxi- 
mation les valeurs de x ely qui correspondent à une valeur donnée 
de l’angle 9 . - » 

Puisque s est une fonction connue de fl , on pourra supposer 
ds = Qiffl , et alors les valeurs de x et y dépendent immédiate- 
ment des quadratures , puisqu’on a x = /Q dfl cos fl ,y 
On pourrait donc faire usage delà méthode donnée dans le chapitre 
précédeut pour calculer les valeurs de x et de^' qui correspondent 
à une valeur donnée de 9 . Mais la courbe se construira plus 
facilement par une méthode particulière que nous allons exposer. 

Supposons que depuis un point donné où 6 sa, jusqu’à un 
autre point quelconque où fl a une valeur donnée , on veuille 
connaître les valeurs de x et d ey; on divisera l'intervalle 9 — a 
en un certain nombre de parties égales , d'autant plus petites qu’on 
voudra pousser plus loin l'approximation. Soit 00 une de ces parties, 
et n leur nombre, ensorte qu’on ait ô = a -f- ««. 

Au moyen de l’équation donnée entre s et fl, on calculera succes- 
sivement les valeurs de s qui répondent aux angles a , a -f- et , 
a. + 2o>. . .a + nu) , et on prendra leurs différences consécutives. 

Soit 
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Soif A j 1 une de ces différences supposée corrcspôndanle à l’angle 
6 , cnsorte qu’on ait r = F (8) , s -f- As = F( 0 + « ) , on aura pour 
premières valeurs approchées de a: et/, les formules 

x — ZAs cos (0 -f- - m) 

J — 2As sin ( 6 + i a), 

oii l’on voit que chaque As est multiplié par le cosinus ou le sinus 
de l’angle 0-4- moyen entre l'angle 0 qui répond à l’arc s , 
et 1 angle 6 -}- a> qui répond à l’arc s -f- A s. 

(io). Il faut voir maintenant quelles sont les corrections qu’il 
faut appliquer à ces premières valeurs approchées. Pour cela cher- 
chons eu général la valeur de £ d’après l’équation 

x = ZAs cos(0-f-iû)) + £, 

Af =a Ajt — As cos ( 9 -f- j i ) ; 

Or en regardant a: et s comme fonctions de 8, on a 

a * »* dds . »’ cTs , 

As — “dê + + elc - 


on aura 


A dv . a » 1 


dJï 

~d¥' 


d'x 

■^’rfF + etc ’ 


On a en meme temps 

cos (0 +» = cos 0 — ï sin ô — ^ . J cos 8 -f- ^ . £ «nfl-f-etc; 
Mais de ce que dx= ds cos 0, on déduit 


dx 

,~3S 

ddx 


ds , 

Uiï dû C0S 


dds a ds . * 

TT!? ~ d¥ cos 9 ’~ Js sm 9 

g = ÿcos8_ a ^sin0_ *cosfl 

W = diï cos 9 ~ 3 7F sin®-— 3 cos 0-j-^ sin 0. 
etc. 

4 * 
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Aiasi on a d’une pari, 

Ar=jg(» cosfl— £sin0 — ^cosfl + ^sinfl+etc.) 

+ S G cos 9 “ 2 ^ sin 6 ~ 3 A C ° S 9 + CtC ') 

+ 37 cos 9 “ 3 ÏX4 sia 9 ~ ctc ’) 

+ -£ (dh co * 9 - c,c ’) + ctc>i 

cl d'autre pari, 

As cos (0 -K *) = cos 8 — ^*sin 9 — ^ cos 9 + dp sin 8 + etc ‘) 

+ 3F (î cos 9 “ J sin 9 “ 73 ’ : cos 9 + elc 0 

+S(S«* a -â-ï“ 9 — •*■) 

+ ^v( 7 fa cos9 “ e,c ’) + ctc - 

La différence de ces deux quantitc's donnera , en s’arrêtant, aux » 4 , 

a Ç = - ar (rh “ s 6 - Î7Ü ‘ in ’-) 

-»!G-x- 4 “ n8 > 

Soit | = P»*4-Q»’+ R® 4 , on aura 

. „ . dP . o 4 33 P , , dQ 

A? = “‘® + 7 • 

Ainsi les coefliciens P et Q devront être déterminés par les équations 


3P 


ds ■ cor 8 dds . lin 8 


38 — 33 ’ 3X4 38‘ *• 3.4 

1 33P , dQ ds sin 8 dds cos 8 d's sin 8 

a ds' 38 38 " 48 36* * 16 38 1 a4 * 

I.a première donne ca intégrant, 

ds >in { 


di wl , 1 ,1 n 

P — — — ___ 5 — r fus COS 0, 

38 a. 3. 4 a. 3. 4 J 
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3a3 


P = — 


lis 


dà ’ a. 3. 4 ' a. 3. 4 


-f- constante. 


L’autre donne ^ = o;ona doue pour première valeur corrigée 


x= 2Af cos (9 + i «) — ~ sin 0 — £ x const .) ; 

Cl puisqu’on a trouvé Q = o, il est clair que ce résultat est exact,' 
aux quantités près de l’ordre eu 4 , En poussaut plus loin l’approxi- 
mation , on trouverait 

x= 2 Ai cos ( 8 — f- i «» ). — j0jSin8 — i-r-f- const.) 

© sin ® + cos G — i . J sin 0 — | X 4- const.) ; 

et ce nouveau résultat est exact aux quantités près de l’ordre a 1 ; 
car la série du second membre ne contient aucune puissauce impaire 
de a , ainsi qu’il sera démontré ci-apres. 

En cxaminant'de plus près cette valeur de x, on voit qu’elle 
peut être mise sous la forme 

. * M = 2As cos ( 9 4- ï » ) — ~ sin fi 4- const.) 

+ ^(£ sinS + 3 jt cosQ — j ^ sin 0 + const.); 
d’où l’on tire 

* =àr. SAi cos C 0 4-i «) — £ (J sin 8 + const.) 

+ ~ (jf ® 4- 3 cos 0 — 3 % sin 8 4- const.) 

— etc. 

Les constantes renfermées dans les parenthèses sont telles qu’elles 
doivent faire disparaître les quantités joiutes, lorsqu’on suppose 
dans celles-ci 0= a. 

La forme de cette expression est assez évidente, mais il importe 
de déterminer la loi de ses coefficiens , afin de pouvoir la prolonger 
indéfiniment. Pour cet effet, nous prendrons une forme particulière 


cos 
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dci, telle qu’elle poisse indiquer, aussi simplement qu’il est possible,' 
les différeus termes de ce développement. 

(n). Soit donc s = r mi — <■"** , alin qu’on ait s = 0 lorsque 6 = a ; 
les coordonnées x et y se détermineront par les équations diffé- 
rentielles dx=ds cos 8= nul9e m ^ cos 8 , dy—ds siu8 = md9e m ®sin 8, 
dont les intégrales sont 

(m*-f- î) x cos 8 -f- me m ® sin 8 + const. 

(/n' + i)y sin 8 — me m " cos 9 -f- const. 

Dans ce même cas , on aura As = c"” (e mv — i), et 

SAscos (8 + i«)= (e m “— i) Se™ 9 cos (8+ J») 


0*CO*î» m c „ . (r — l) sin fa —* . a . 

— — e m, cos 0+ — e m, sin B-f- const., 

Re 


R,'"* 


formule où l’on a fait pour abréger, R = e mv -f-e m “ — a cos ai. 
Celte valeur de 2 peut se mettre sous la forme 


. „ a fin» jinî « . 

4 u. c" 1 - cos 0 n — — c^coso-f- 


Soit donc 


-sin sin 8+ const. 


x= —— 'S.As cos (8 — ?' . 

sin j» ' ’ ' 

et on aura en faisant les substitutions, 

/, m * «sinuS m 9 - 

? = (>coti*--_ ïr -) e cos 8 . 

+ ( i - L -îf ^+î) e SI « 9 + c ° n S‘- 

On remarquera d’abord que cette valeur de ne change pas de signe 
lorsque o> en change , et qu’ainsi le développement de £' ne contient 
que des puissances paires de w, comme nous l'avons déjà annoncé. 

(ia). Il faut maintenant développer la valeur de £' suivant les 
puissances de u ; et pour cela j’observe qu’on a 

î , . m ‘ — a , . — am*+3 , , m 6 — — i . , 

g — .»'+ - . ■ r «H — g — -, s-“ d x -V-f-etr. . 

1 «sin» 3.4 3. 4.3. G a. 4. ...8 3.4 io 


m’+i 


. m*—— 1 , nr — . . m e — I . 

,+ TT" + T fST " <+ ~ 3.4-V.Ï.8 - ' 


+ *tc. 
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Cette quantité étant fonction de m, je la désigne par '*'('»)> cl je re- 
marque qu’en faisant m =■ o, on aura i — • { ta cot j ca — 'Ÿ (o). Sup- 
posons qu’en effectuant le développement on ait 

Ÿ (m) == A "Va* -f- B’a> 4 -f- C"*«* + etc. 

'f'(o) = A“ù»‘ - f- R’ai 4 -)- C°û>°-(- etc. • 


Comme le premier terme A" 


5 — = A*, on aura 

0.4 


lacotï» — 1-+ 


1 

m* + 1 


«<+ (C"— C>‘+etc. , 


c’est le coefficient de e ”‘ 3 cos 6 dans la valeur de : on aura sem- 
blablement 


( Jttm — «t r\ 
e — -e ) 


•’ a ni* — 1 , 3 m<— am*+i , 

_ 3 . 4 + 3 . 4 . 5 .B* + 3 - 4.5 8* + etc ~ 


m"-f i 


m 9 — 1 m — m a -f- » 


3.4 


3 . 4 . 5 . G 


■etc. 


Appelons cette quantité <ï> ( m ) , et supposons que son développe- 
ment donne 


<I> (m)^= « m £v* -f- é”a) 4 + etc. , 

on aura enfin 


0' = [(B-— BQ u* -f- (C”— C») *> 8 -|- (D-— D') «• + etc.] e'"* cos 0 
-f- (*"«■-+- y“(v c + etc.) me 1 ” 8 sin 0 -f- const. 

Ces suites étant développées jusqu'à telle puissance de a> qu’on 
voudra , et les cocfficiens B", C“, D", a", € m , y“, etc. étant expri- 
més en fonctions de ni, on fera les substitutions me' J = ^ , 

ai 

. mS dds , mi d's . . , w 

m e =. , nre = jg , etc. , et on aura la valeur de £ , quelle 

que soit la fonction de Ô égale à s. 

(i3). Si par exemple on veut développer la valeur de £' jus- 
qu'aux a e inclusivement , on fera d’aLord le développement des 
fonctions 't (ni) et <D(m) en s’arrêtant aux a>‘ ; ce qui donnera 


4 (m) = 
<b (m) = 


— Cù* - 

- — 

12 

720 

1 CO* - 

3 ) a i 

12 

720 


5 ni* — 1 

) 44o. ai 
m 1 — 10m* 4 5 

I 440 . 31 


*?* 
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Ces deux valeurs sc déduiraient l’une de l’autre en mettant — au lieu 

de m ) supprimant les dénominateurs et changeant les signes des 
termes pris alternativement ; c’est aussi ce qu’on déduirait de la 
forme dus fractions dont le développement douue les fonctions "fr (m) 
et <I> (ni). 

Substituant ces valeurs dans la formule 
» » 

= ['P (m) — 'P (o)] e n,fJ cos fl + m® (m) /"^siu 8 -f" const. , 

on aura daus le cas supposé , 

f, 3>+- , m# a . 5m* — lom* , m I „ 

t = m e cosB 4 = — ; « s e ços 8 

’ 720 1 3 oo 4 o 

. »* m9 . n k* . , . mS . f. 

H me sm 8 (/«’ — a«i) e sm H 

+ j ~~ J ; (ni* — i On» 5 -f- 5 m) e n> sin 8+ const. ; 

et par conséquent la valeur générale de est 

=7 z- % sia 8 — “k (£ sia 8 + 3 S cos 8 - 3 % sin 8 ) 

+^(£ 8infl+5 S cosfl - ,o S sinfi - i0 £ cos8 + 5 di sin8 ) 

-j- const. 

Cette formule est telle, qu’on voit au premier coup d’œil la loi que 
suivent les facteurs différentiels j quant aux coefficient coustans 
7»ô » 3 ‘ 4o » elc - > ne sont aulre chose que ceux qu’on déduit 

du développement de la quantité î — £ «-cot - ®; du sorte que 
si on fait 

i - ;s cot £ ® = A”»* -4- B*® 4 -!- C“« s + D*®’ + etc. , 
on aura généralement 

Ç' = coust -f- A’®* — s cos 6^ 

•o. a /d’(jnnS) . a\ 

— B*® 4 f — - + S COS B) 

+ cv (£*&}-. co.l) 

• — etc. 
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La constante est telle, que la valeur de {•' devra s’évanouir au com- 
mencement de l'intégrale ou s = o et 0 = a; il faudra donc de 
chaque coefficient différentiel réduit en quantités finies, retrancher 
ce que devient ce terme lorsque s = 0 et 9=«. 


04)- L’clat de simplicité où nous avons réduit la valeur de 
fait présumer qu'il est possible de parvenir à cette formule par une 
voie plus directe et moins laborieuse. Mais sans nous arrêter à 
cette recherche , nous nous contenterons de vérifier la formule" 
trouvée, dans toute son étendue, au moyen d’une valeur de s qui 
permettra de trouver généralement, et d’une manière fort simple, 
la différence d'un ordre quelconque de s sin 6. 

Nous choisirons pour cet objet la valeur r=sin<j0 qui donne 
s sin 0 = j cos (a — 1 ) 0— 4 cos («+ 1 ) 0. On aura donc par des 
différentiations successives , 

— -JS =-£(<*— 0 sm ("— 0S4-ï(a+i)sin(u+i)8 

~' ^ ~ =a K"—')’ sin («—0 9 — ï («+0* sin (a-H) 8 

— — “ = — i( a — 0 S s * a ( a — 0 0 + ï OH- O 5 8 < n (<H~0 9 

etc. 

Substituant ces valeurs dans celle de on aura 

5' = — (A*a>*H-B'i » 4 (n — i)*4-C°ai s (a — i)'-f-etc.) ~1 sin(a— 1)0 

-b- (A°a>*-f-B\i> 4 («+ 1 )’+ C”& 6 (a-f - 1 ) 8 -f- etc.) sin(a-f-i) 8 

— (AV+ B’u 4 -f- etc.) s cos 0. 

Cela posé , puisqu'on a en général A”s*-f- C’a 8 -f- etc. = 

» — i z cot j z , les suites comprises daus la valeur de % sont faciles 
à sommer , et il en résulte 



K«+0«»,(M-oOîg±f 

K-O.cc-, 


— ( 1 — i»cot ï<»)[ïSiu(«-fi) 0 +isin(«— 1 ) 8 ]. 
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Je n’ajoute pas de constante , parce que je suppose 9 = o au com- 
mencement de l’intégrale. 

Mais de la valeur s=sin«0 on déduit ds = adh cos aQ , 
tlx = at$ cos ai cos 0 = i add cos (n-f- i) 0 +î <W0 cos(a— 1 } 0, 
et par conséquent 

x — siu(o-f- 1 ) 0-| t-^-sin( a — 1 ) 0. 

Or nous avons fait 

x = ïïïïf; XAs cos ( Ô 4- ï ; 

ainsi il ne reste plus à vérifier que l’équation 

| un — ï sin — 

cos(fl+ï«) = ^ sin ^ — x) 0, 

sin(û-f-i)- lin (a— i)- 

Prenant les différences de part et d’autre en supposant que0 devienne 
0 a>, on trouve que l’équation est entièrement identique. 

(i5). La formule générale trouvée pour la valeur de Ç' est éta- 
blie par la d’une manière certaine; car s’il y avait dans la suite 
générale un seul terme qui ne fût pas conforme à la loi observée , 
ce même terme sc retrouverait daus l’application au cas de.ï=sin«0, 
puisqu'il n’y a pas deux ternies qui soient affectés à la fois d’une 
même puissance dé o> et d’une même puissance de a, et que d’ailleurs 
il n’existe aucun terme dans la formule générale qui n’ait son cor- 
respondant daus la formule propre au cas particulier. 

On aura donc généralement 

2 As cos ( 0 + ± o> ) — X (0) -f X (a) , 

X ouX(0) étant une fonction de 0 représentée par la formule 

X (0) = AV _ f eos 0) 

_B^(^ü + scos0) 

i no < /d s (j sin 8 ) /A 

+ C°Oi‘ ( — — - — S COS Vj 

— etc. , 

etX(a) représentant une fonction semblable de s?.‘ 
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Si 1 on change fl en go’ — 6 et ai en — ai , la valeur de x devien- 
dra celle de_7" j ou aura donc 

s = afe 8in (•+*• )■ + Y ® - y « , 

^ (fl) étant une fonction de ô donnée par l'équation 


Y (9)— A-«*( i/( '“ s#î 

-f- s sin 9 1 

y 

! 

B,a< r ( !/r 4) 

— s sin 6^ 

• > 

> ' 

+c^(*£ ,#> 

-f- s sin 0^ 

i 

— etc. , 




et Y (a) une fonction semblable de a. 

(16). Nous remarquerons que les coediciens A’, 8% C*, etc. ont 
des rapports fort simples avec les coefficicns A , B, C , etc. dont 
nous avons fait usage dans le chapitre precedent ( art. 3). En effet, 
si dans la formule 

i — -J ai col j o> = A’oi* -f- B’oi 4 -f- C’ai* -f- etc. , 
on met aoi à la place de ca , on aura 

i — ai cot ai = A*. a*oi* -f- B°. a 4 oi 4 -f- C*. a s oi*-|- etc. 

Mais on a -4— = cot {eu — cot ai : donc 

= i -4- (a* — a) À°ai* +(a 4 — a)B’oi 4 -f- ( a 6 — a) C’oi' + etc., 

et il en résulte 

asp* 1 + 0 - ;) (‘ - ?)***+(' - ?) c ’*‘ -f- 

Mais dans l'article cité, on a fait ti = i+Aoi*-|-Bai < -4-C® , +el c . ? 
donc 



3îo 
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A =( 

1 — A’ 

OU 

A» 

a A 

1 

A — — 



\ 

a/ 



a — 1 

la 

B = ( 

1 — B* 


B" = 

a*B 

1 

av 



a 1 — 1 

720 

C — ( 

, lA r« 


C* = 

aPC 

1 


1 — a >) 



a* — 1 

3 oa 4 o 

D = ( 



D* = 

a‘D 
a* — 1 

1 

luogSoa 

etc. 



etc. 




I.a suite A% B a , C*, H’, etc. a cela de commun avec la suite 
A , B , C, D , etc. , que le rapport de déux termes consécutifs con- 
verge vers la limite ~j^p} mais ce rapport est moindre encore dans 

, . . , B' 1 C! i D' 1 

les premiers termes , puisqu ou a , g; = — , = — , et 

on voit que dès le quatrième terme , le rapport est presque égal 
à sa limite. 

Dans l’application de ces formules, 11 conviendra de prendre a 
assez petit pour que le premier terme ou les deux premiers an pins 
des corrections X( 9 ) , Y (fl) suffisent pour le degré d’approxima- 
tion qu’on a en vue ; ainsi tout dépend de la grandeur des cocffi- 

ciens ^ qu’il faudra calculer d’avance pour le premier et 

le dernier point de l’arc de courbe dont on veut connaître les 
coordomiées. Lorsque la courbe a très-peu de coürburc, ces coeffi- 
ciens sont très-grands; alors il faudra un plus grand arc de courbe 
As pour répondre à une même différence Afl, cl il n’est pas éton- 
nant que les corrections à faire à la somme des différences finies , 
pour avoir la somme des différences infiniment petites, soient plus 
considérables. 11 faudra donc prendre dans ce cas u> plus petit que 
si la courbure était plus sensible. Voici au reste un exemple dans 
lequel se trouvent réunies toutes les difficultés qu’on peut rencon- 
trer dans ces sortes de calculs , avec les moyens de les surmonter. 

Application de la méthode précédente au calcul de la 
trajectoire d’un projectile. 

(17). Nous prendrons pour exemple la courbe 'décrite par un 
projectile dans un milieu de densité constante, et dont la résistance 
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est proportionnelle au quarré de la vitesse. L’équation de cette 
courbe ne peut s’obtenir en termes finis que dans le cas d’une ré- 
sistance très-petite ou d'un angle de projection très-petit ; mais on 
peut y suppléer par une équation entre l'arc s parcouru depuis le 
commencement du mouvement et l’angle fl que la tangente à la 
courbe fait avec l’horizon. Cette équation est 


h co »*( 


(/«-/(«)]» 


/(fl) désignant la fonction -f- log tang ( 45° + 4 0) , et /(*) une 
fonction semblable de l'angle a. , valeur initiale de 0. 

Supposons l’angle de projection a. = 45% et la vitesse de projec- 
tion telle qu’on ait ~ = io, nous aurons, en prenant k pour l'unité , 

,+5/0) -5/ (fl). 

D’après cette équation , il s'agit de trouver les valeurs de .r cl y 
au sommet de la courbe; on se proposer^nsuitc de calculer l'am- 
plitude de la branche descendante. 

Il semble d’abord qu’il suffit de calculer les valeurs successives 
de A:r et A y en faisant varier Ô de 5*, depuis 0 = 4-5° jusqu'à fl=o’. 
Mais dans la partie de la courbe comprise depuis 0 = 45° jusqu'à 
ô=4o°, la valeur de Ai se trouverait très-grande, parce que la 
courbure est très-petite dans cette partie, et c’est ce qui résulte des 

valeurs de ^ , etc., qui sont très-grandes lorsque s — o ou 

6=45*. 

En effet de l’équation donnée on tire 


ds _ 

a - ' 


dds 


y-StangS.S-J 

ë = ( 5 '«gO-ajj) 

Si l'on fait dans ces valeurs 6= 45^ét i=o , on aura 


di\ dds 

~df 


_5_ * 

coj*S ‘ di‘ 
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,0 e (— 0 ) = 1.45 «545 

lo S ( — = 2.946^7» 

îo s (— i) = 4-7ri* 85 - 

Ces quantités vont en augmentant assez rapidement, cl en faisant 
varier S de 5 ”, les corrections se trouveraient trop considérables. 
C'est pourquoi il convient de ne le faire varier que de i", et alors 
le second ternie de la correction X ( 9 ) — X(«) n’influera que sur le 
septième ordre de décimales. 


(18). Soit donc a — — 1° = — , et proposons-nous d'abord 

de déterminer la portion de courbe comprise depuis 6 = 45 “ jusqu’à 
6=40”. Voici le calcul des valeurs successives de As, Ascos(4-t-7&j), 
As sin (9 + j ta). 


«. 

S. 

As. 

A» cos ( 8 -f- ~ v ) J 

às lin ( 8 -J- 1 •). 

45 “ 

0 . 000000 

|P. 392782 

o.28oi52 

0 .a 753 o 5 

44 

0.592783 

0. 269115 

0. 195309 

O. 186247 

45 

0.661897 

0.303695 

0.149443 

O . 1 56938 

4 » 

0.864693 

O. 161284 

0. 120795 

O. 106870 

4 « 

1 .025876 

0.1 35 o 64 

0. 101 183 

0 . 0864 1 8 

40 

1 . 1 58 g 4 o 

Sommes. . . 

. 0.846781 

0.790778 


Ces sommes doivent être multipliées par le facteur V 1 ^— ; or on a 

ï * , , 7'-*‘ . r • , n «’ , 7» 1 . » 

■ , = 1 H — ; -f- h-f- , et faisant, ii = — - 4 - ,V-, puis ta — g- , 

un j « 24 5760* a 4 5760’* 180' 

on trouve log Cl = 5 . io 3547 » ce T 1 * 8° nn e 


Pour les sommes 0.846781 0.790778 

les correction® «•+ 0.000011 + 0.000010 

0.846793 0.79078 8. 


Pouravoir les corrections désignées parX (a) — X (8) et Y (a) — Y(6), 
il faut d’abord calculer les cocfliciens ^ > jj. pour la valeur 
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8 = 4 o\ On trouvera par les formules ci-dessus, 

L (- w ) = o6 &>' 6 

L ( — S) = ,<8a,56a 

L(-g) = 3 .o 5 a/pa. 

D’ailleurs on a L =5.404573 et L = 0.110176; de là 
résulté 

X(8) = — o.oooii 3 r) Y( 0 ) = — o.ooot357 

X(a) = — o.ooo 5 oa 6 Y (a) = — o.oooSoSi 

X( 0 ) — X (a) = 0.0003887 Y (8) — Y(«)= 0.0003674.. 

Appliquant ces corrections aux sommes trouvées, 

Somme des Ax. . . 0.84679a dcsA^ - ... 0.790788 . 

Correction — o.ooo 38 g -f- 0.000367 

x — 0.846405 y = 0.791155 

On a les valeurs de x et de y qui répondent au point où 0 = 40*. 

(19). On peut maintenant partir de ce point pour faire varier 
par de plus grands intervalles, les angles 8 : eu prenant ces inter- 
valles de 5 °, on formera la table suivante : 


9 . 

S. 

Aj. 

Ajcos(9 -f- J «). 

Ai sin ( 9 1 »). 

te' 

1 . 1 58940 

0.438379 

0.347789 

O.3G6868 

55 

i- 597 3i 9 

0. 258678 

0.218167 

0. 138988 

3 o 

1.855997 

0. 17883g 

0. i 58632 

0.082579 

a 5 

a.o 34836 

0. i 35 ag! 

0.134993 

0.051774 

20 

2. 17O127 

0. io 8854 

0. io 38 i 6 

0.032733 

i 5 

2.378981 

0.091783 

0. 0S9607 

0.01 9865 

10 

2.370764 

0 . 080408 

0.079720 

o.oio 4 g 5 

5 

3.451 172 

O.O72792 

0.073723 

0. 002175 

O 

a. 5 a 3 gG 4 

Sommes. . . 

.. 1.195447 

0.606477 


I.orsque « = — 5 ° = — ^ , on a log 0 = 6. 601579, aiusi à raison 



TROISIÈME PARTIE, 
on aura les corrections suivantes : 


554 

I 

(lu facteur 4 

un 

1.195447 
+ 0.0003794 
r. 1958364 

On a ensuite , en faisant S=o , 

L (— ïï) ~ 9 - 9° 385 7 

L (“*2 f) = 9 - 8 o 77«4 

L (” 3 s 0 *= 0.053577} 

d’où résulte 

X( 0° )=-f-o.ooooooa 
• X(4o*)= — 0.0037781 

X(o") — X( 4 o')=-f-o. 0037783 
i.i 958 aG 4 
ar== 1.19304a 


0.606477 

0.0001935 

0.6066695. 

L(-£) = 6.8oa5i3 

L © = 3,906056 

Y (o”)= — o.ooo 5 o 85 
Y (40°}= — o.oo 33358 

Y (0°) — Y (4o' , )=-f-o.ooa8a7 3 
0.6066695 

J— 0.609497 


Ce sont les valeurs corrigées de x et/, depuis fl = 4°' jusqu’à 
8 =0 ; si on leur ajoute les valeurs des mûmes coordonnées , depuis 
6 = 45 * jusqu’à 8 = 4°*, on aura les coordonnées qui répondent 
au sommet de la courbe 

*=a.o 3 g 45 i, j = 1 .400653. 


(30). Il faut maintenant calculer la branche descendante, et pour 
cet effet, il faut changer le signe de 6 daus l’équation des arcs, ce 
qui donnera 


* — « + 5 /(*) -h sf{ 8). 

Lorsque fl deviendra fl -f- a , l’arc s deviendra s -j- As , et on aura 
As par l’équation 

a i or /»-<fa 5587 +/( â + «)\ 

* s - io e I'-msw+tw y 


Faisaut donc successivement fl=o’, 6 = 5 % fl = 10% etc., et u= 5 % 
on formera la table suivante ; 
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A. 

Ai. 

Lis COS (9 -f~ J *). 

As fi» (9 + i »). 

O* 

0.067849 

0.067785 

O.OO2960 

5 

0 . 064967 

0.06441 1 

0 . 008480 

IO 

O . o 638 o 4 

0.062391 

o.oi 38 io 

i 5 

0.064212 

0.061340 

0.019209 

ao 

O.066195 

o.o 6 n 56 

o.oa 533 a 

$5 

0.069902 

0.062003 

0. 032277 

5 o 

O.O75647 

0 062800 

0.040645 

35 

O . 085965 

0.066614 

o.o 5 i 114 

40 

O . 0907 I 2 

0.070566 

0 . 06466a 

45 

0. 1 1 a 5 o 5 

0. ot 5833 

0.0827 57 

5 o 

55 

0. i 35758 
0. 169891 - 

0.082644 

O 

O.O9I2O2 

0. 107704 
0. 143284 

60 

o.aaioo 5 

0. 102049 

0.196034 

65 

0.300999 

0. 1 15187 

0.278087 

70 

0.434744 

0. 130720 

0.414623 


Sommes... 

1.177591 

1 .48^78 

Produit par fi . . . 

0.000374 

< 0.00047%!, 


1.177965 1.481548 

Pour corriger ces sommes, il faut avoir les valeurs des coefficiens 

Hî ’ 3i 7 * d¥‘ ,orst l ue ® ~ 7^” » a lors ces coefficiens deviennent po- 
sitifs, et on trouve leurs logarithmes comme il suit : 

lo S ~ °- 7 8 4599 

,0 S & = 1-492717 

jjfi = 2. 5a 1 53a 

Au moyen de ces valeurs, le calcul des corrections donne 
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X(75 e ) — o.oo 5 yo 66 ■ Y (75*) = 0.0010010 

— X (o’) = o . ooooooa Y (0°) = o . ooo5o85 

X(75°) — X (o«) = 0.0037068 Y (75*) — Y (o°) = 0.0004925 
1.177965 % 1.481548 

jrs= 1.174258 y — 1.482040. 


Ce sont les valeurs de.x et / comprises depuis le sommet jusqu’au 
point où 0 = 75'. 

Mais puisque la hauteur trouvée / est plus grande que la hauteur 
delà branche ascendante i.4oo65a, leur différence 0.081 388 exi- 
gera qu’il soit fait une diminution proportionnelle sur la valeur de x, 
pour avoir la vraie amplitude de la branche descendante. Et puis- 
que la différence o.4i46 a 5 répond à 5* de différence dans l’angle 0, 
on trouvera que 0.081 588 répond à une différence de 58' 54"; de 
sorte que l’angle de chute doit être environ 74° i' 6". Prenant le 
milieu entre cet angle et 75% ou aura 74° 3o' 33", et la quantité dont 
il faudra diminuer x sera o.o8i588 00174° 3o'33" = 0.023557, d’où 
l’on conclura 

1 . 174258 
0.022557 

. Arnpl. de la branc. desc. . . . 1.151701 
- Ampl. de là branc. asc 2. 03945 1 

Ampl. totale V. 3.191153; 

ces résultats doivent être exacts , au moins jusqu’à la cinquième 
décimale. 


(21). Ayant suivi le cours de la trajectoire jusqu’au point où 
6 = 75% il ne sera pas inutile de déterminer la position de l’asymp- 
tote verticale , c’est-à-dire , de chercher la valeur de x lorsque 

0 = 90°. 

Pour cela nous compterons les x du point où 8 = 75% et eu 
faisant tang 0 = p , nous aurons à intégrer l'éqbation 

, » dp 

* x A-+-p v'C +pp) -H°g[> + VO +/vlï’ 
dans laquelle A = j +/C“) — 2. 495587 , et il faudra que l’intégrale 
s’étende depuis px=. tang 75° jusqu’à p = çc. 

Le 
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Le moyen que nous emploierons pour cet objet, consiste à prendre 
successivement pour le dénominateur du second membre, une quan- 
tité toujours plus grande, ou toujours plus petite que ce dénomina- 
teur, et on conclura que la vraie valeur de x est comprise entre les 
deux qui résulteront de chaque hypothèse. 

Soit D = A ~\~p \/ ( 1 -\~pp ) -H log [ 1 /( i )] etn»=tang 7 5 *; 
puisque p est toujours compris entre tang et tang 90% on aura 
toujoursü > A +log [m-f-i/(, — 

donc si ou fait c* = A-f-/(75")— tang*75 0 = 5 .oi 45 a 5 , on aura 


\dx< 


C* -j-p*' 


Celle-ci donne en intégrant , 5 ex < arc tang ? — arc tang — , et en 

faisant p = ao , on aura £ ex < - — arc tang — , ou tang 3 ex < — ; 
a où résulte x < 0.48268. 

Pour avoir l'autre limite de jr, je faisn=^log [m-f- \/(i , 

ce qui donne log n =9.434002 ; j’observe ensuite qu’on aura dans 
toute l'étendue de l'intégrale, pV{^+Pp)<p'+{, log ( 1 

'< mp ; donc on a constamment 

i Jr- -> — & 

* * A -f- ; + anp -*-/>*' 

Soit A+{ — n*=g*, ou log g = o. 23 a 8 a 5 , on aura 


T dx> 


dp 




d'où résulte en intégrant , 3 gx > arc tang — n — arc tang — fl ) 

s S 

Faisant p— as , on aura {gx> J— arc tang > arc tang — Æ „ . 
ou x> 0.47213. 

On voit donc que la valeur de x qui à partir du point où 3 = 75% 
répond à l’asymptote verticale , est certainement comprise entre 
deux limites assez rapprochées , savoir, entre 0.47312 et 0.48268. 
Par un milieu, on trouve x = 0.4774, et cette valeur ne peut pas 
être en erreur de plus de o.oo53. 

(23). 11 reste à connaître la position de l’autre asymptote du côté 

43 
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des x négative*. Or il suit de l’équation e — i -f- 5/*(®5* 

qu’en faisant ,t infini négatif, on aura /(fl) = j -+- fi**-) — ! 

d'après cette valeur, orr trouve 0 = 40*55' 33" 4 } c’est 1 angle que 
fait l’asymptote dont il s'agit avec la ligne des abscisses. 

En appelant cet angle G , si on considère à la fois s , x et y 
comme positifs pour tous les points de la branche qui descend vers 
l’asymptote; si ensuite on fait comme ci-dessus, tang (i=p, lang&=4, 

P l/C* +PP) + lo g \P+V(' +PPÏ\ = 40 ) > «> n aura P our d « ler - 
miner le* coordonnées jc et_y, les équations 

. _ d P i ,/ r — . P^P 

* ax ~ 4C4)-+0»> * * 7 4(‘)-4(f) 


Faisons x — la valeur de 3 calculée pour le point oùpz=B, 

sera la distance de l’origine des abscisses au point où l’asymptote 
rencontre la ligne des abscisses. On aura donc à intégrer la formule 
suivante, depuis p — i jusqu'à p=b , 


’ bdz — i ( bdx — dj ) 


(b—p ) dp 

4W-4C pV 


Comme p diffère peu de b dans l’intervalle on nous devons étendre 
l’intégrale, ou peut faire p — b — u, et on aura la série fort con- 
vergente 


4 O) = 4 (*) - 4W « + 4" (O T-4"W-ïi ■ + » 


où l’on a 4' (b) = a t/( I + bb) = ^ , 4," (b) = a sin G , 

etc., et il faudra intégrer l’équation 


4 bdz = 


— du 
u* 


4(4)- ; 4' (4) + -“3 4"' (4)- etc 


Pour avoir par approximation cette intégrale, je fais 


**4'(*)* 


du 

1 — Au J 


et j’observe que À sera toujours compris entre deux valeurs A' et À", 
la première qui répond au commencement de l’intégrsde , lorsque 
u = b — 1 , et la seconde qui répond à la fin de l’intégrale , lorsque 
u ss o. Cette dernière se trouve exactement par le développement 


Digitized by Google 


DES QUADRATURES! 53 g 

indiqué qui donue A" = j . = i sin € cos Ç; l’autre valeur A' 

se trouvera par l'équation 


i — A' (b — x ) = 


4 (*)— 4(0 _ o. a 
(6— 0 4 ' (A-.) 4 W 


Ainsi on aura log A' = g.SgaiôgS et log A"=: g. 5969607. 

Mais en regardant A comme constante , l’intégrale de l’équation 

précédente est ; &■«{.' (b).z — ^ log (1 — At/)-+- const. Prenant donc 
1 intégrale entre les limites « = i — 1 , « = o , on aura 


l°g C ‘ — A ( — 1 )] 

i&A4'(6) 

Substituant successivement au lieu de A les deux valeurs A' et A", 
On trouvera z = 0.6447606 et z = o.o447<>5o. Le peu de différence 
qu’il y a entre ces deux valeurs, prpuve combien cette détermination 
est exacte, et par un milieu pris entre elles, on aura encore plus 
exactement s = 0.0447628. C’est l’abscisse cherchée du point où 
l’asymptote dont il s’agit rencontre la ligne des abscisses. 


De l'intégrale indéfinie J ™ <ix , prise depuis x = O. 

(a 5 ). Nous avons fait voir dans la seconde partie , comment on 
trouve l’intégrale fdx lorsque x = 1 , et nous l’avons dési- 

gnée dans ce cas par la fonction r(a). Mais il peut être utile de dé- 
terminer cette intégrale pour une valeur quelconque de x* : nous la 
représenterons généralement par T(a, x), de sorte que T (n , 1) sera 
la même chose que F(a). 

Observons d’abord que l’intégration par parties donne la formule 

r(n, x)=x(logi.y 4-(«— i)r(a — i,x), («) 

d’où il Suit que l’intégrale T(a, x) peut toujours se ramener à une 
intégrale semblable , dans laquelle a est compris entre 1 et a, ainsi 
que nous l’avons fait pour l’intégrale définie F (a). 

Soit log ^ = *, on aura la transformée 

T(a,x) =/— t-'dze-‘=f—z—'dz (1— t+j — —3 + etc.) ; 
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d’où l'on tire en intégrant , 


r(«.*)=r ( «)— ?(;— jJpK;. 


Z* I Z 3 

o4* a a.S'o+a 


4-etc.^. 


(») 


Celte formule donne la valeur de T(a t x) par une suite qui peut 
être divergente dans les premiers termes, mais qui finit toujours par 
être convergente. 

Cette suite est convergente dès les premiers termes, si x n’est pas 
plus petit que elle peut néanmoins être employéeavec succès pour 
des valeurs beaucoup plus petites de x, telles que x—-^, ou même 
x—~; mais alors il faudra calculer un assez grand nombre de 
termes de la série ; par exemple , si x — , il faudra calculer 

douze à treize termes de la série pour avoir la valeur de l’intégrale 
approchée jusqu a la cinquième ou la sixième décimale. On trouve 

de celte manière r Q , ^ = 0.056497. 

A mesure que x devient plus petit , il faudra prolonger plus 
loin la suite pour obtenir un égal degré d'approximation j de sorte 
qu'il convient de recourir à un autre moyen pour évaluer l'intégrale 

avec précision , lorsque x est très-petit , tel que , -j— , etc. 

(a4). I.a meilleure méthode pour calculer l'intégrale T (a, x) 
lorsque x est très-petit, est de la déduire de la formule (1) qui 
donne , par des transformations successives, 

•• 

T (a, x)=x[5*-'+ (n — — 1) (a — a)ï“ _5 +clc.] (3) 

Cette série étant continuée suffisamment , ses termes deviendront 
alternativement positifs et négatifs, de sorte qu'on aura des valeurs 
alternativement plus grandes et plus petites que l’intégrale cherchée. 
Mais comme la suite qui est d'abord convergente, devient néces- 
sairement divergente après un certain nombre de termes, il faudra 
s'arrêter au point où, la divergence commence, et on n’aura ainsi 
qu’une approximation bornée. 

Si ou appelle P* le terme de rang n dans la formule (3), etP" +l 
le terme suivant, on aura P't‘ = - - P"; ainsi la divergence com- 
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meticera lorsqu’on aura n =. ou > a + z, et alors la suite ne devra 
pas être prolongée plus loiu. 


(a5). Soit, par exemple, a = i,x = ^,on aura z = log ioo 

= 4.60617 » et a -f*z = 5. i. Ainsi la suite ne devra pas être pro- 
longée au-delà des 5 ou 6 premiers termes. En effet , on a en faisant 
z = log 10, 


T (l -U - J_ (-'* i ~"ï _i_ L.5 .lLü ,-t . etc N 

* \a * ioo/ ico \ a Z ^a.a" a.a.a 3 + etC 7> 

et par Je calcul de termes successifs , on trouve 

z‘* = 0.465991 

— — - z • = — o.o 5 o 5 q 4 
0.415597 

* -, 1 .3 , r . 

+ —Z = -f- 0.016479 

0.431876 

• 1 . 3.5 -i a , c 

z — — o . 008946 


0.422930 


+ à'I.a.I 3 4 = + 0.006799 


1 .3. 5.7.9 -*± 
a, a. 2. a. a - 


1.3... .11 
a. a a 


0.429739 
— 0.006644 

o-4a3o85 
-f- 0.007935 


On voit qu’il est inutile d’aller plus loin que le sixième terme , puis- 
que la suite devient divergente à compter de ce terme. 

Il résulte de ce calcul que la somme cherchée est plus grande que 
o.4 2 5o85 , et plus petite que 0.429729. Par un milieu, on trouve 
la somme de la suite =0.4264; et on voit qu’on ne peut compter 
sur plus de quatre décimales exactes dans cette évaluation; il en 
résulte pour la valeur de l’intégrale cherchée, T (a , x) = 0.004264. 
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(26) . Si en prenant toujours a = i , on eut fait x — , on 

aurait vu d'abord que la suite 11e doit être prolongée que jusqu'au 
neuvième terme, et par le calcul effectif des termes, on aurait trouvé 
que l’intégrale cherchée est comprise entre x x o . 357708 et 
x X 0.357175. Le milieu est x x 0.35744 ; d’où résulte l’intégrale 
r(a, x) = o. ooo35744- 

En général la formule ( 3 ) donnera d'autant plus de précision ,‘ 
que x sera plus petit ; mais cette précisiou ne s’obtiendra que par 
le calcul d’un plus grand nombre de termes , puisque pour tirer de 
la suite toute l’approximation qu’elle peut offrir, il faut la prolonger 

jusqu’à ce que le nombre de ses termes soit n-f; ou a-|-log^. 

Si on appliquait la formule ( 5 ) au cas de x = ~ déjà résolu par 

la formule (a) , on trouverait que la suite cesse d’être convergente 
au quatrième terme. Les deux premiers termes donnentr>.r xo.Si 5 g, 
et les trois premiers donnent T < x X o. 6091 ; il en résulte par 
un milieu, T = x X o. 56 a 5 = o.o 56 a 5 , tandis que la vraie valeur 
est o. 056497 ■ H convient donc de préférer la formule (a) lorsqu’on 
voudra avoir au moins quatre chiffres signiGcalifs exacts , et que la 
valeur de x ne sera pas plus petite que o.ot. 

(27) . Jusqu’ici nous avons supposé tacitement que x ne surpasse 
pas l'unité ; niais on peut aussi demander l’intégrale fdx (l ' 

pour une valeur de x plus grande que l’unité. La partie comprise 
depuis x = o jusqu’à x = 1 , est connue et représentée par T (a) ; 
ainsi tout sc réduit à trouver l’intégrale depuis x=i jusqu'à une 
valeur quelconque de x > 1 . 

Remarquons d’abord que dans tout cet intervalle , l ( ^ ) étant 

négatif, il faudra mettre l’intégrale sous la forme ( — i)* - 'fdx(lx) 4 ~ 
Je fais abstraction du facteur ( — 1)*~' qui peut être réel ou imagi- 
naire, suivant les diverses valeurs de a, et je considère simplement 
l’intégrale fdx (Jx)‘~‘ que je désigne par 4 (<*» x ) > el qui est sup- 
posée nulle lorsque x — t. 

Si on lait Ix — u , on aura x es e*, et l'intégrale dont il s’agit 
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deviendra fu‘~'du , e“ = fu‘~'du + u -f- ~ -j- elc.^ ; d'où l’on tire 

+ («»*)=« +5+Î +à-ù+i+Z3-i+3 +elC -» H) 


formule où il n’y a pas de constante à ajouter , parce qu’elle s’éva- 
nouit lorsque x= i. 

La suite comprise dans celte intc’grale pourra être divergente 
dans les premiers termes ; mais elle finira toujours par être conver- 
gente. Ainsi on en tirera dans tous les cas une valeur aussi appro- 
chée fju’oo voudra de la vraie intégrale , et il est visible que cette 
valeur deviendra infinie si ou fait .r = oo. 


( 38 ). On peut encore mettre 4 (" > x ) sous une forme plus 

dV 

commode. Soit fu‘~' du.e“ = e*P, on aura tt“~* = soit 

ensuite P = — -f-A«*' l ' , -j-Bu‘’ + '*-l-etc., on trouvera A=~ — — , 

a 1 a.o-t-i' 


B = 


a.a-f-l .a+* * 


etc. ; donc 


4( a > *)=*(£* 


a.a+i 


a.e+i .o-l-a 


-etc 


•). 


(SJ 


série qui aura, comme la précédente, la propriété de devenir tou- 
jours convergente , mais qui aura de plus l’avantage de donner des 
valeurs alternativement plus grandes et plus petites que l’intégrale 
cherchée ; de sorte que le degré d’approximation sera connu dans 
chaque cas par la différence de deux termes consécutifs. 


De V intégrale yydx prise entre deux limites qui rendent 
nulle la fonction y— 

( 39 ). Si la fonction y est nulle aux deux limites de l’intégrale ; 
si on suppose en même temps qu’elle ne change point de signe 
d’une limite à l’autre , et que dans cet intervalle elle ne soit sus- 
ceptible que d’un seul maximum , on pourra faire usage de la mé- 
thode suivante pour déterminer l’intégrale Z = fydx ( 1 ). 

Soit m la valeur de x qui rendy un maximum , et soit ce maxt- 


C) Mém. de l’Acad. des Sc. , ann. 1778 et 178a. 
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muni = M, on fera en general 



t étant une nouvelle variable qui s'étendra depuis < = — oo , jusqu'à 
t = -f- ao , ces valeurs répondant aux deux limites de l’intégrale où 
l’on a j- = o. 

D’après la valeur supposée de y , on trouvera une expression de x 
en fonction de t, qui sera de la forme 

x = /n-{— A/ -j— Br -f- “f* br -4- etc. j 

et ou aura * 

fjdx — M fe~ 1 di (A -f- aBf -f- 3Cr* -f- 4Df*+ etc.). 

11 faut distinguer dans celte intégrale deux parties ; l’une depuis 
t = — oo jusqu’à / = o ; l’autre depuis t — o jusqu’à f = oo. Si ou 
change le signe de la première , elle devra être prise depuis l=o 
jusqu'à t=oo , et sera représentée par la formule 

M/e" r dt (A — aBt + 3C f — 4Di 5 +etc.); 
la seconde , qui devra être prise entre les memes limites , sera 

M fi~ l ‘di( A + aBt -f- 3Ct*+ etc.). 

Ajoutant ces deux parties, .on a l’intégrale totale 

Z = aM fe t ‘dt( A 3Cf 5Et« -f- etc.). 

Or en faisant e~‘' = z, l’intégrale fP n f i% dt aura pour transformée 

a/i— t 

3 , et celle-ci devant être prise depuis s = o jusqu'à 
z=i, sera représentée par \ T f— —-)• Ainsi onaura généralement 
fe 1 t"di— j T Q~~)> d’où résulte en particulier 

fe~ l 'dt = i j/or, fl' e l ‘dt = 7 y/K-k, fte~ l 'dt = | etc. 
Donc enfin l’intégrale cherchée, 

Z=M/vr.(A+|c+|^E + |^G + ctc.) ; (.) 

et 


A 
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et en considérant x comme une fonction connue de t , faisant ensuite 
dans les coefliciens dilférenticls t = o, on aura 


Z=M^+i.g 


d'.V 


tP.V 

1F ' 


I I tpJT 

i . a. 3 " â 3 ' 1F 


-etc 


•> 


(3o). Si dans l’équation _/= Me ou log M — logr = /*, on 
substitue la valeur dey en x, on aura une équation entre x et r, 

d'où on devra déduire les valeurs des coefliciens , etc. qui 

entrent dans la formule précédente, et dans lesquels on fera en- 
suite t — o ou x — m. C’est dans les exemples particuliers qu'il 
couvrent de déterminer ces coefliciens ; cependant on peut aussi les 

déduire généralement des coefliciens^;, etc. supposés con- 
nus au point du maximum. 

Eu effet l’équation logM — log^-Œt* étant difiërcntic'e , donne 
• -j- + aly = o. Si on y fait x = /n ou t = o, on n'en tire 

aucun résultat, parce qu’alors o; mais si on diflcrenlie une 

seconde fois, on aura 


ddy 

dï* 


dx* r/y dd.v , , ^ dy dx 


faisant dans celle-ci t — o, on aura 


ddy d r* 

dx * • dF 


-(- 2 jr = o ; d’où ré- 


6ulte IF > ou 





Si donc la série (i) est assez convergente pour qu’on puisse la 
réduire à sou premier terme , on aura l’intégrale cherchée 

y et étant les valeurs de ces quantités au point du maximum 
où x — m. 

En d i fTc ren lian t »ul lérie u remen t l’équation dont nous avons tiré 

U 
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Ja valeur de -J ~ , on trouverait les valeurs des autres coeflîcIenS 

’ elc> > exprimées en fonctions des quantités y , -J ! J* , 

, etc. au poiut du maximum. Mais ces valeurs se compliquent 

à mesure qu’on pousse le calcul plus loin , et il vaut mieux, comme 
nous l'avons dit , déterminer ces coefficiens dans les cas particuliers. 

Pour peu qu’on réfléchisse sur l’esprit de la méthode précédente, 
on verra qu’elle doit donner un résultat d’autant plus approché , 
que la fonction^ décroîtra plus promptement en s’éloignant du 
maximum ; et c’est ce qui arrivera si les facteurs dont^- est com- 
posé sont des puissances d'un ordre fort élevé. Cette circonstance 
permet de n’avoir égard qu’à une petite partie de l'intégrale , depuis 
x^m — a jusqu'à ar = /n-f-a; elle contribuerait aussi à simpli- 
fier l’usage des autres méthodes; mais celles-ci ne donneraient pas 
un résultat aussi élégant , parce qu’il resterait toujours quelquê 
chose de vague dans la détermination de a. Au reste, on prendra 
une idée pins juste de cette méthode par les exemples suivans. 

Exemple I. 


(ai). Soit proposé de trouver l’intégrale 7. z=.fx'e~’dx, depuis 
x = o jusqu'à ,r = ce , a étant un nombre positif. 

Dans ce cas, la fonction x*c~‘ est nulle aux deux limites de l’in- 
tégrale ; sa valeur dans cet iutervalle est toujours positive , et elle 
n’est susceptible que d’un seul maximum , qui a lieu lorsque je = a; 
ainsi la méthode précédente peut être appliquée à cette intégrale. 

Soit donc y = x'e e il en résultera 

* log i — (x— a) = — r, 


et en supposant on aura par le développement de cette 

équation , 

u* u 1 

■ 3 2 " 


u m 

sût* 


U 4 . I* 
7 ~- — etc. = — . 
4* 4 « 


Soit, comme ci-dessus, u = A< + Bt* + Ci 5 •+■ Df 4 ■+• etc. , on 
trouvera 


A = y/a a , 



C 


9A* 


D 


4 

i35A** 



etc. 


fi 
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Substituant ces valeurs et celle de M = ^ dans la formule (i), 
on aura l'intégrale cherchée 

Z = (O" [« + 7^ + ^ + etc.] (a): 

Si dans l’intégrale proposée Z = fx"e~ x dx , on fait é~* — z, on 
aura la transformée Z = fdz (j ^ qui devra être intégrée depuis 

z = o jusqu’à z— i. On a donc Z=r(a-f-i); et en effet, la 
valeur que nous venons de trouver pour Z s’accorde avec la for- 
mule (ff) du n* 67 , seconde partie. 

( 3 a). Cette formule résout très-bien le cas où a est un grand 
nombre, puisqu’alors elle donne une suite fort convergente ( au 
moins dans les premiers termes) ; mais elle ne résout qu’impar- 
faitement le cas où a. est compris entre o et 1 , et elle donne un 
résultat imaginaire lorsque * est négatif et plus petit que l'unité', 
quoiqu'alors la valeur de T(a.-f- 1) soit réelle. 

11 est facile de remédier à l'inconvénient que présentent les deux 
derniers cas ; car l’intégration par parties donne 

fx*e X dx = ~ x* + "e— r -(- _L-/r“+ 'e~ x dx; 

c*t comme le terme hors du signe s'évanouit dans les deux limites 
de l'intégrale , on a simplement 

fx*e~*dx = 7 ~/^+ ' e—dx ; 

d'où il suit qu’étant proposée l'intégrale fx‘e~‘dx, on pent la trans- 
former en une autre où l’exposant de x sera aussi grand qu’on 
voudra; et alors on déterminera celle-ci d’une manière fort ap- 
prochée par la formule (a). 

Il est facile de voir pourquoi dans cet exemple le résultat de 
la formule est d’autant plus exact, que a. est plus grand; c'est que 
le facteur x* décroît d'autant plus rapidement dans le voisinage du 
maximum, que a. est plus grand. Il n’y a plus de maximum lorsque a. 
est négatif ; c'est pourquoi le résultat de la formule est entièrement 
fautif dans ce cas , quoique la vraie valeur de l’intégrale soit réelle, 
tant que 1 -j- a. est positif. 
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(33). Soit proposé de trouver l'intégrale Z = fx* ( i — xf </# 
entre les limites jr = o, x = i, les nombres a. et ë étant positifs. 

Ayant fait j= x*(i — x) C , on trouve que est un maximum 
lorsque x=~ç = m. Soit donc en général 

x* ( i — x) C = m* ( 1 — nîfe~ ‘‘ ; 

Si on prend les logarithmes de part et d’autre , et qu’on fasse 
X ' — ni “4" w y ou aura 

* lo s( l + £) + C ~ T=^) — ~ r > 


ou 



Soit, comme ci-dessus, tt = A/-f-Bt*H-C< 3 + ctc., on trouvera 



B = 


a C — * 

3 ’ («-K)” 


r' «* — u «£-t-C* 4 t _ 

C — itf«£(> + C) A > c,c *i 




d'où résyltc l’intégrale cherchée 


_ / . «•— n «C-f £* V 


Si les exposans a et £ sont tous les deux de grands nombres; 
cette suite sera fort convergente; mais si l’un des deux seulement 
est un grand nombre , la suite ne sera que peu convergente , de 
sorte qu'il faudrait en calculer beaucoup de termes pour n’avoir 
qu’une médiocre approximation : or ces termes sont difficiles à 
calculer par la méthode que nous venons de suivre. 


(34). Examinons particuliérement le cas où a. et 6 sont tous deux 
de grands nombres; alors la série se réduira sensiblement à son pre- 
mier terme , et on aura 

a* 5 v'ar 

— (. + Q—'* 5 T* 


Cf 
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Mais l’intégrale exacte , lorsque a et £ sont des entiers, est 
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= i . a. 3. , . < î .2.3. . . et. i .a.3 ...C 

f -f- 1 .tf -4-a . . . C-f- < -f- 1 I= i .2.3. . .ft * 

Cette intégrale peut s’exprimer dans le même cas par la formule 

z ._ rç«-n ). r(C+ .)_ 

(*-t-c + i)r(« + f+.)' 

et alors elle a lieu pour toutes valeurs de a. et £. Si ensuite on 
substitue les valeurs des fonctions T d’après la formule 

r (*+0=(‘-) + ‘ y/(2eTT).4>(z) , 

* (a) étant mis pour la foncüon i + ■— ■+■ + etc. , ou trouve 

l'intégrale cherchée 

2,1 - 1 ^/fl T <î> (*) . <t> (£) 

(* + f + 0 ( * + Q‘+ e +i ‘ • 

Mais en développant la quantité on , ce qui revient au 

même, <!>(*). <&(£).<!>(—* — £), on a pour les trois premiers termes 
- du développement 

. , *’ -t- *£ -f C* , («• + «£+:>)* 

‘ 1_ .a«C(« + f) à88 «•£•(« + cy • 

« 

Donc la valeur de Z*, développée jusqu’au troisième terme de la 
série, sera • 


\ ~ 388a ! e*(« + C)ï )‘ 

formule qui s'accorde entièrement avec la valeur trouvée pour Z 
laquelle n’a été calculée que jusqu’au second terme. 

On voit maintenant a priori pourquoi la valeur trouvée pour Z 
ne donne pas une suite convergente lorsque l'un seulement des 
exposans a et £ est un grand nombre ; c’est que la suite dont il s’agit 

étant égale au développement de la fonction 

*(« +C) i)’ 

est bien convergente par rapport à la fonction <t> (et -f-£) , e t à l’une 
des fonctions <&(<*), 1>(£), mais ne l'est pas par rapport à 


35a TROISIÈME PARTIE. 

l’autre ; et il en résulte que la suite totale n’est pas plus convergente 
que celle des deux suites 0> (a) , 4>(£), qui répond au moindre des 
deux nombres « et S. 

(35). L’hypothèse de l’art, précédent ayant toujours lieu , si oa 
fait de plus «■ = €, ou aura la valeur très-approchée 


*=Gf + V©- (■ 


8* 


.4- 


aS 


J 44 “* 


-etc 


•) 


La valeur exacte est 

Z 1 = 


i . a . . .* , 


'Ainsi il faut qu’on ait, lorsque * est très-grand. 


« + I.- + 3...3- + 


7=G)“ + V(f> 


Voici commeut on pourra vérifier celte formule. 

Soit 4W= m+ .r+.;:"- + :>°° aura 

4 ( -+0-+W- t= Æ^£ ( 35=ï4(-).S$i» 

de là résulte 

4(°) = •»' 

4(0 = J-3» 

• 4C a )=(J) -t. î> 

4 (3) == (J) *db * 

etc. 

. «■ a. a 4-4 8.8 

Mais par l'expression de W allts, on a — — 773 • 375 ■ 577 ' 7T9 ’ elc '» 

c ' est _i,_dirc que m étant un très-grand nombre , on peut supposer 

» a*.4*~6* O'")* / \ . 

T — 3*.5*. 7 ‘...(am+.)* ( ^ 

il en résulte V/(^qr 3 ) = TT J donc + ' m) = 

Qy ^( 4 ^ 3 )’ ou > puisque m est très-grand, 4(' n ) î=: ( 5 ) 
ce qui s’accorde avec la formule précédente. 
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Noire formule est donc vérifiée en général, et on petit être assure 
qu’elle donnera une grande approximation, lorsque les exposans 
a et S seront tous deux de grands nombres ; mais si l’un des deux 
seulement est un grand nombre , la série n'aura que le degré de 
convergence que comporte le développement de ®(«), * étant le 
plus petit des deux exposans. Au reste, comme la valeur de Z est 
donnée généralement par les fonctions T, les observations que nous 
venons de faire sont plutôt relatives à la méthode générale , qu’à 
l'exemple particulier dpnt on aura toujours la solution aussi appro* 
chée qu’oh voudra par les propriétés des fonctions T. 


(36). Nous remarquerons encore que dans l’exemple II se trouve 
comprise la détermination générale des intégrales définies que nous 

g — n 

avons désignées ci-dessus par la' formule — x’) " . 

P _ ^ ^ 

En effet, si au lieu de x’on met.r;on aura^=^ fx n (\—x) n dx- 
6oit encore £= tt , «t ■[ = £; on aura (J^=.'-fx* '(i- — x~f~ x dx. 
Mais pourvu que a. et S soient positifs, on a entre les limites x=o. 


x—i 


x ) C ~ 1 <lx = ( * + £)( * c +: + ' ) fx*(i —x) C dx ; 


cl l’intégrale du second membre 


r(«4-i)ry+i) 


(«+c-hOr(«+£+0 ; donc 

* . 

r-*-i r. -tf- . dx _ <«+Qrr« + i)r(C + i) _ rwr ( f) 

jx (.«—*; ax— «cr(*-K+Tj — ffc+T) » 

et par conséquent 


(?)' 


.rwrço. 

■ni> + Cj 




ce qui est la formule du n* 56 , seconde partie ; on a ainsi une dé- 
monstration très-simple de la formule qui sert à exprimer les in- 
tégrales par le moyen des fonctions T. 


35 a 


TROISIÈME PARTIE.’ 


De V intégrale Z = fx~ a t~ x dx , prise entre les limites 
imaginaires qui rendent nulle x— " e — *. 

(57). La quantité x—* e~ r , où l'on suppose a positif, devient 
un minimum lorsque x — — a ; mais ce minimum se change en 
maximum , si au lieu de donner à x des valeurs réelles, on suppose 

x = — a — f— — — 1 , 

et qu’on donne à z des valeurs quelconques , depuis —00 jusqu'à 
•+- 00. Cette supposition est admissible analytiquement, et les con- 
séquences qu’on en déduit méritent d’être remarquées. 

D'après cette valeur de x , l’ordonnée x— » e ~- 1 sera nulle aux deux 
limites de l’intégrale , savoir, lorsque s = — 00 et lorsque c=-f- ce. 

On pourra donc appliquer à l’intégrale Z la méthode donnée dans 
le chapitre précédent. 

Avant tout , j'observe que a. peut être supposé plus grand que 
l'unité, et nfènie aussi grand qu’on voudra; car on a d ( x~ ' " e~ 

= — mx m 'e~* dx — x~ ■ c ~ 1 dx ; et par conséquent x~ " e~ * ». 

c= — m /x-“-' e~* dx — fx—e-‘dx } or m étant positif, la quan- 
tité x ~ “ c~ *, s'évanouit aux deux limites de l’intégrale ; on a doue 

fx~ m c~‘ dx = — mfx~”~" e~‘ dx ; 

d'où l’on voit que si a était plus petit que l’unité, on pourrait trans- 
former la formule proposée en une autre, où a. serait plus grand 
d’une unité , et aiusi de suite. La formule proposée peut donc être 
préparée de manière que a soit assez grand pour que les suites qui 
résultent de l’intégration soient convergentes. 

(38). Cela posé , si on remarque que le calcul nécessaire pour 
avoir la valeur de l’intégrale fx~ m e~* dx dans le cas des limites 
imaginaires , est absolument le même que’ celui que nous avons 
fait pour avoir l’intégrale fx*e— x dx dans le cas 1 des limites réelles , 
on verra qu’il suflit de changer le signe de a. dans l’intégrale déjà 
trouvée , afin d’avoir celle que nous cherchons. Ainsi puisque nous 
avons trouvé 

/x« c~> dx = (£) * t/(?ex), (a) , 

© 


9 . 


Digitized by Google 



DES QUADRATURES. S 53 

* (*) désignant la suite i + -i- 4. _2_ 4. C tc . } nous cn dédui- 
rons , en changeant simplement le signe de et , 


A - * e 1 dx = (~) “ + VC aejr).4>(—a). 


Multipliant ces deux équations l'une par l’autre, et observant que 

par la propriété de la fonction <P, on a <l>(a) x <I>( *) = , > jj 

viendra 

f x ~* ~ x dx x A* ~ T dx = aot v(— i)~ * + * , 

équation par laquelle on déduira généralement l’intégrale fx— m e— r dr, 
dont les limites sout imaginaires , de l’intégrale fx*e-*dx, dont les 
limites sont réelles. 

Cette dernière intégrale est représentée par T (* 4- 1) , et on a 
r( a- i” «) = a r(*): donc si on désigne par r '(a.) l’intégrale 
f x ~* <r~ x dx dont les limites sout imaginaires, on aura 

a— « 


r'CO 


a» - (— Q* 


r(«) 


CO 


(39). Dans le cas particulier où a est un nombre entier , on a 
E (a) = 1 . a. 3 . . . .(a — 1 ) ; on aura donc dans ce meme cas , 


n>.)— "(-OV— . 

1 ‘ i.a.3 «— 1 ’ 


cc qui donne successivement r'(i) = — a*V — 1, r'(a)=ajrt/ 1; 

F' ( 3 ) = - ügll , V ( 4 ) = , r ( 5 ) = - ^= 2 , etc. 

Si on fait a. = i ( car la formule trouvée étant indépendante des 
suites, n’est plus assujétie aux conditions qui concernent la conver- 
gence de ces suites, et elle suppose seulement a positif), on aura 

E ; (ï) = ^,^ = av/ir; doù l’on voit que r' ( £) est réel et double 
de r(j). 

Il est remarquable que r'(; ) et T(j) représentent toutes deux 
1 intégrale A ’ e x dx ; mais la première est prise entre les limites 


imaginaires qui rendent nulle x ‘e 1 , et la seconde est prise entre 

/,5 


! 


y*Sfco!§tàaMÉ Gjjjibgle 
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les limites réelles x = o , x — x> ; il n’est donc pas surprenant 
qu'elles soient iucgales. 

On distinguerait de même T' (y) qui représenle/x -e X dx, prise 
entre des limites imaginaires, de T ( J ) qui représente l’intégrale 

fx ’e x dx prise entre des limites réelles. Pour les comparer entre 
elles , on appliquera la formule générale qui donne 


r, (i)= 2 T^r ( -o 

ensuite, comme on a T (j) T ( j) = r , il en résulte 

= a sin " . ( — j)* y/ — 1=2 y/ — I sin i-ir^cos — 1 siu ■■y-*)» 

ce qui donne trois valeurs pour le rapport cherché de T' (5) à r(~). 
Ces trois valeurs répondent à celles que peut prendrez 1 dans la 
formule fx~*é~ x dx, lesquelles sont x ' , x*( — J t V — 5 ), 

Ç ; y/ 5 ) ; si on se borne à la première , on aura 

simplement 

F'(i) = - v/(- 3 ).r(i). 

(40). Reprenons maintenant la formule Z =fx~ a e~~ x d. r; puis- 
que nous avons fait x = — a -1- s y/— - 1 , et que 1 intégrale doit 
être prise entre les limites z= — 00 , a = + ao , il s'ensuit que si 

on fait pour abréger ^ = M , ou aura 

Z = M 1, 

cette intégrale étant prise depuis 5 = 0 jusqu’à z = 00. 

Soit z— a. tang <p , on aura la transformée 


Z = aMa y/ — 1 -fikp cos* , <p cos ( a tang <p — atp ) , 

nouvelle intégrale qu'il faudra prendre depuis $ = o jusqu’à ®= j-rr. 

Dans les applications , ou pourra supposer a > a ; ainsi l’iutégrale 
fdx cos— > cos (atangp — ?.<p) ne présentera que des difficultés or- 
dinaires , lorsqu’on voudra lcvaluer par la méthode des quadratures. 
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On connaîtra donc avec le degré d’approximation qu’on voudra , 
l'intégrale Z ou la quantité que nous avons désignée par r'(a.). 
Réciproquement, comme la valeur de l’intégrale T' (a) est connue 

. .î — <* 

et représentée par l’expression ' 1 ‘ 


r(«) 


-, si on fait 


ou aura 


fdp cos* cos ( * taDg i p — ap) — Q (*) » 

° = a*/— i.(— Q(«) , 


r(«) 

ce qui donne l’intégrale 

Q(*)=f G)' 


C>) 


( 40 - Cette formule étant indépendante des suites , doit avoir lieu 
quel que soit et , pourvu qu’il soit positif; on connaîtra donc Q(a) 
dans tous les cas où est connu; ces cas sont ceux où aot est 

un nombre entier. 

Ainsi en faisant successivement * = i , 2 , 3, 4 > etc. , on aura 


Q(0=î. ««=;•©=?• 

« 3 >=;S-©'=ë- Q«>=r hO'= 


3a -r 

Sa* 


etc. 


De même , en faisant * = |, § , f , etc., on aura 

«© = /(?)• 


Q©=&5(;)'* «© = tSî©'>«-' 


V/ Ü5T 


En général , si dans la valeur de Q (a) on substitue la valeur connue 
de r(*+ î) développée en série, on aura 

««-©' (' -iù+ab-« c > P> 

Mais cette formule suppose * > i , et elle donnera un résultat 
d’autant plus exact que « sera plus grand. Lors donc qu’on pourra 
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négliger ~ par rapport à l’imité , on aura Q («) = y/ > ou 

fd<p cos* - cos (a tang p — ap) = (£) > 


théorème qu’il serait peut-clre fort difficile de de'monlrer par une 
autre voie. 


Les théorèmes particuliers concernant Q(i), Q(a), etc. peuvent 
être présente's sous une autre forme. Soit tang ^ = et supposons 
que les intégrales suivantes soient prises depuis s=o jusqu'à s— oo , 
on aura • 


„ . . /'ds ( co* i + tiint) ir 

' ' ~~ J i -f - zz ~~ e 

r\ / \ _ /'rf* £(* s ‘) c0 * aa -4" tin a^]] air 

x “"J ( i + Sî )* """ e* 


etc. 


( 4 ) 


Comme ces résultats sont déduits d'une analyse fort épineuse, ou 
doit être curieux de les vérifier , au moins dans un cas particulier. 

Soit, par exemple, a= a, la formuledonne Q(a)=^ = o. 85 o 557 ; 

il faut donc voir si cette valeur est celle de l’intégrale fdp cos( a tang p 
-—2p), prise depuis p = o jusqu'à p = j -a - . 

Si l'on fait/’ — cos (a tang p — ap) , l'intégrale fydp sera facile 
à trouver par approximation, depuis p — o jusqu'au premier poiut 
où l'on a y = o. Ce premier point a lieu lorsque tang % — p it , 
et alors on trouve p = 6 i° 46' 40". Les points suivans où / := o , 
sont ceux où tang p — pu les valeurs successives ^ ir, J -y, etc. , 
et le nombre en est visiblement iuliui. On voit donc que depuis 
^=61*46' 4°” jusqu’à p =90“, l’aire de la courbe est composée 
d’une infinité de parties alternativement positives et négatives. Ces 
parties sont difficiles à calculer avec un certain degré de précision ; 
mais elles échappent bientôt par leur petitesse, et on trouve qu’en 
effet le résultat total s’approche beaucoup du nombre donné par 
la formule précédente. 

Au reste on verra dans le chapitre précédent, qu’on peut par 
une intégration directe, vérifier les valeurs de Q(i) , Q(a) , etc. ce 
qui achèvera de dissiper tous les doutes sur l'exactitude des formules 
précédentes. Nous aurons en même temps occasion de considérer 


Digitized by Google 


DES QUADRATURES. 35 7 

une nouvelle suite d’intégrales qui peuvent être déterminées géné- 
ralement par les nombres e et tt. 


De T intégrale Z ~ 


, et autres semblables , prises 


depuis x = o jusqu’à x — od. 


(4a). Supposons qu'on prenne l'intcgrale depuis x == o jusqu’à 
k étant un nombre entier, on aura en diiïerentiant par 
rapport à a, et ayant égard à la variabilité de la seconde limite, 

i!7j __ r xdx sin flr akir 

<i a ~~~ J 1 4 * xjb a • 4 - 4 A’n** 


Diflereutiant une seconde fois par rapport à a, on aura 

ddZ /’x’tir coi «x ^kax 

da' ~ J 1 xx (a* 4- 4 /(•»’)■ ‘ 

d’où résulte 


r. dd 7 j -, 

L = /</x cos «x ■ 


44ai r 


TVtJ 


Co>+4*vÿ 

Mais on a _/ilx cos ax = '■ sin «x, et cette intégrale s’évanouit à la 
limite supposée} donc on a simplement 


r , dd'A /,ka-* 

da ’ (a*4-4^ T “)‘* 

Supposons maintenant que k soit un nombre très-grand par rapport 
à a, ensorte qu’on puisse négliger les quantités de l’ordre ^ ; à plus 

forte raison pourra-t-on négliger celles de l’ordre ^ ; ainsi l’équa- 
tion précédente se réduit à celle-ci 



et il en résulte Z = Ae*+Be - % A et B étant deux constantes 
arbitraires. 

/ dx 

- " = arc tang x, et 
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aJrr 


en faisant.r=— , on a Z = jir — ou simplement Z=î 
donc A + B = î 'K- 

Je suppose maintenant qu'on donne à a des valeurs de plus en 
plus grandes ; puisque cos ax est toujours plus petit que l'unité, 

on aura toujours Z < Ç ■ _ ou Z<jir. Mais si A n'était pas zéro, 

la valeur Ar 1 -)- Bc — *, lorsque a est devenu un nombre très-grand, 
se réduirait à Ae", quantité infiniment plus grande que jir; donc 
on a généralement A = o ; donc B = j , et enfin l’intégrale 
cherchée 

* dx cosax . _ _ 


/■ 


1 +XI 


Si dans cette formule on met — au lieu de x , et am au lieu de a, 
on aura plus généralement 

'dx co» ax tc 


P 


+ a m 1 ^ 1 ^ 

et cette formule étant différentiée par rapport h a , eu donne une 
seconde non moins remarquable, savoir, 

’ xdx »in ax 


/ xdx sin ax i 

~z?+~ — ; 


(’) 


(43). Si on différentie par rapport à m la formule ( 1 ), et qu'otl , 
répète les différentiations , on aura successivement 

/ dx co» av / a , 1 \ 

(«»*+>)• a* W ï?/ 

' dxeosax 1 /o* , 3a . 3 ' 


/ a. r 80 » ax 1 *v _ “" / a * 3a , 3 \ 

a ' a* \m 3 m* ' inv 

/ dxemax 1 wr - "* ftd , G a’ , i5 a , i5>^ 

(m , +x , y a. 3 * a 4 vn' ' ~mF ' ' m’/ 


etc. 


La loi de ces expressions est facile à trouver , et si l’on fait en 
général , 

dx co< ax A* *c~’ m 


n 


(m*-|-xr*)* i.a.3. . .A — 1 ' a 1 

le coefficient A* aura pour valeur 
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À* = 


n‘~' , k.h — 1 


. Jt-f i.îi.7( — 1 . h— • a a ,_s 
' m i+ * 

> 4 - s 1 elc - 


9 m" 1 "' ' 9.4 

A+9.fc-f-i .fc.fc — i.lt — a. h — 3 a* - * 


9 . 4.6 


De même si on difTérentie successivement par rapport à m l’équa- 
tion ( 2 ), on en déduira cette suite de formules 


* rxdjc sin ax a 

J (m* + .r*)* 9 * ’m 

/ xdx sin ax __ 1 tt é~ ,m /a‘ , a \ 

(ib*+ x’? ‘ 1.9" 9 J vn* *'* m V 

/ rrfx tin ax I »c — /a 1 3a’ 3n\ 

(nj’4-x*) 1 77573’ 9* \m J ire* ‘ n?) 

etc., 

et en général , 


/ 


A*- 


Ttt 

, *-t e 


(4) 


(*»’ + x*)* 1 .9.3. ...H—i 9 * ” * 

A 1- * 1 étant déterminé suivant la même loi que A*. 

(44). Si dans l’équation ( 1 ) on fait m = n (cosO-f- l/~ 1 sin 6), 
on en déduira les deux formules suivautes : 

xVtr coi a.r 


/*' + 

/ * rf.1 

x‘4- an*- 


an\r* cos aô -f- 
<£r cos o.r 


= * c-antaiS g j n (g _ an s J a g) 

8 + n* an ua ai ' • 

sin ( 0 -f- an siu g). 


(5) 

. /»—• on CO§ i cm ^ (i _I_ stn ci 11 û ^ 

i a x l cos aà -f- /i* an J sin aù 

La même substitution étant faite dans la formule ( 2 ), il en résul- 
tera ces deux autres formules : 


h- 


x'dx lin ax 


' + an’x' cos ai n> 

/ ■ xdx 'in ax 

x 1 -f- 9n a X* 


a sm ai 


e— «co.5 s j n ( a g — an sinô) 
co * 9 sin (an sin 6). 


(G) 


co* ai n* an* sio 98 
* 

On trouverait semblablement, au moyen des formules (3) et (4) , le# 
valeurs générales des intégrales 

dx cos ax 


/ * dxrnsox 

(x* n' cos ai 4- n* sin 9#. y — 1 )* 

/ ■ xdx sin ax 

(x* -j- n‘ cos ai 4-n’ tin 98. y — 1 )** 


(7) 
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(45). Soient M , N, P des fonctions rationnelles et entières de x‘ t 
si l’on suppose que le plus haut exposant de x dans P est plus 
grand que dans M et N , et qu’en outre P n’a aucun facteur de 
la forme or* — m*, c’est-à-dire qu’il n’y a aucune valeur réelle de x 
qui rende P égal à zéro ; alors il est visible qu’on pourra généra- 
lement trouver, au moyen des formules précédentes , l'intégrale 


'=/( 


M cos a r -f- N.r «n ax 


) ilx > 


( 8 ) 


prise depuis jr=o jusqu’à x — go. L’opération à faire pour cela, 
est entièrement semblable à celle qu'on pratique pour l'intégration 
des fractions rationnelles. 

11 est facile maintenant d'appliquer ces formules aux intégrales 

désignées (art 4« ) par Q(i) , Q(»), etc., et on trouvera que les 

résultats s'accordent parfaitement avec ceux que nous avons déduits 

d'une méthode fort différente et beaucoup moins directe. En 

général on pourra vérifier la valeur de Q (a) , a étant un nombre 

entier quelconque; car en faisant taug <p = x , cette intégrale 

pourra toujours se réduire à une somme de termes de la forme 

/ Ad.v coi ax -4- hxdx ain ax . . , , - , /a \ 

^ ■j.jt-y > el sera alnsi con, P r,se «ans formule (8). 

(40). Si on multiplie par da les deux membres de l’équation 

/ dvcosiLx __ j 'Xe~‘, et qu'on prenne ensuite l'intégrale par rapport 

I -f- XX 

h a y depuis a = o , on aura 

ax 


fi 




*(>+*’) 

.... ... .. i ». .. /'xdrsi n»r . _ 

Ajoutant cette équation a 1 équation J — ^ = -j -Ke *, on aura 

ce résultat remarquable 

f-ùnax — i'X. (g) 

Il parait d’abord étonnant que cette intégrale soit indépendante de a; 

mais si on met f à la place de x , ce qui ne change pas les limites 

o et' co entre lesquelles l’intégrale doit être comprise ; on trouve 

f d i s{nax =f d i sin x ; d’où il suit qu’en effet l'intégrale doit 

être indépendante de a. 

On 
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On a donc aussi fÿ sin ax cos bx = ? ou zéro , selon que a 
est^pliis grand ou plus petit que b ; car dans le premier cas on a 
Jx Si " cos = sin (a+b) x -f- sin (a-b)x 

= ï' ir +i i r=r'Jr, et dans le second on a J'— sin ax cos bx 

~ 'flï s»nC<i+i)j:_i f d -^sin(b~ a) x=zinr — i«—o. 

Quant à I intégrale J'— cos ax , il est visible quelle est infinie. 

( 47 )- L* formule (i) et les principales conséquences qui en ré- 
sultent, sont dues à Laplace qui les a publiées dans le Bulletin de 
la Société philomatique (avril 1811). La démonstration qu’en donne 
cet illustre auteur est différente de celle que nous avons rapportée; 
et comme elle est fondée sur un principe qui peut avoir d’autres 
applications , nous croyons qu'on sera bien aise de la trouver ici. 
Considérons la double intégrale 


Z =/hjdye- y («+**) dx cos ax , 


et supposons qu’elle doive être prise depuis ,r = o jusqu’à x = yy 
et depuis r = o jusqu’à j = co. Si on intègre d’abord par rapport 
a„r , on aura 1 


Z 



dx cos ax 

I + .CJC * 


c’est l’intégrale qu’il s’agit de trouver. 

Si on revient ensuite à la double intégrale, et qu’on veuille exécu. 
ter l’intégration par rapport à x, il faudra chercher la valeur de 
fc~*'rdx cos ax. Or par une formule qui sera démontrée dans l’ar- 

«r* 

ticle suivant, on a fe~*' dx cos ax = \ »Ar. e T. donc en meUalU 
au lieu de s, et xy au lieu de x , on aura 

_ »* 

Je—*'*' dx cos ax — ~ e b" . 

*y 

11 reste donc à intégrer la formule 

A* 

Z= | /'xfdje~ r ~ir. 

Mais on démontrera ci-après (art. 5o) qu’entre les limites s =o et 

46 
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ï=oo , on a fz ’dze v m* y = e n y/(anrtj, donc en faisant 
o= - , et >*= — , ou trouve Z = i rte— • : donc enfin 

/ rfr '■ni u t "T 

i + rx — 9 ’ 

c'est la formule principale d'où les autres sont faciles à déduire.' • 

De l’intégrale Z =/e -1 ’dï cos ax , prise depuis x = o 
jusqu’à x = co. 

(.{8), Si on difïercntie cette formule par rapport à a, on aura 

én 

-j — — fe—*'xdx siu (UT e~ x ’ sia ax je—*' dx cos ax. 

au J 1 a ’ 7 

La partie hors du signe s’évanouit aux deux limites de l'intégrale ; 

# a* • 

ainsi on a — — — - Z , et en intégrant Z = Ae ♦. 

da a ° 

Pour déterminer la constante A, soit a=o, alors L=je—*' dx 
— i Vrt\ donc Z ou 

ŸZfT. 


je—*' dxcosax: 


CO 


Laplace , qui a donné cette formule dans les Mémoires de l’Institut, 
aun. 1809, pag. 367 , la démontre de la manière suivante. 

Si l'on substitue au lieu de cos ax sa valeur développée en série , 
on aura 

Z=fi— £f+gL-ctc.) 

Or en général fx™ e~ x ' dx = { F ; donc on a 

Z '= 3 C 1 - 4 + 5 • 76 ~ O • S4 + elc -)> 

✓ 

Z = — c~ 7 . 


ou 


( 4 g). Si on prend les différentielles successives de l’équation (1) 
par rapport à a , on en déduira cette suite d’intégrales , 
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fe- 1 ' xdx sin ax— 4 a 

SI* 

fe~*'x‘dx cos ax = e f | 

(-Î) 


fe~ T ' x s dx sin ax — ^ e 4 ( 

:«-ï) 

w 

- a* 

fe~*' x*dx cos ax— — c T ( 

: s -^+ï) 

4) 

fe~*' x i dx sin ax = yj 7 e 4 ^ 

[i5« — &■■ + ~) 

* r» ■*- * 


etc. 


«l'où l'on voit qu’on peut trouver en général l’intégrale 
/(M cos ar + NÆ siu <ur) e— *' dx , 

M et N étant des fonctions rationnelles et entières de x‘. 

Si on proposait de trouver entre les mêmes limites l’intégrale 

T =fe—*‘ dx sin ax , on aurait d'abord -j- = fe~*' xdx cos ax 
= i — ï e - *’ cos ax—{ afe~*"dx sin ax. Faisant x—x> dans la 
la partie hors du signe , il viendrait -j- = î — ; «T, d'où 



T=je ^ fe' da. Cette intégrale prise depuis a = o, est plus 
simple que la proposée ; mais ou ne peut en trouver l'expression 
que par cette suite convergente 

a 5 o 1 

•T3 


rr • / a 3 a 


+ etc 


•). 


4 -$ 6 -'7 

laquelle ne parait pas susceptible d'être réduite aux transcendantes 
connues. “ 

T étant supposé connu, ou en déduira par des différentiations 
successives , 

fe— ** dx sin ax = T 


irp 

fe—*' xdx cos ax — —, — = - — - a T 

da a a 


v - * T» 

"V 9 * 


fe *' x'dx sin ax — —-^ — ^ + ~ T (> — f) 

fe-* x'dx cos nx = - = i _ f - I T (3a - 1) 

fer- 'x'dx sin ax = ~ ^ T (3 — Sa' •+- 

etc. j 


7* 


•m 


• « 


a**-* 


.. êî.vl 


¥ ‘/A 


V ,V f 


Ai* 





V-v 1 ./U* 
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el comme T est exprimé par une suite fort convergente , on voit 
qu'il sera facile de trouver dans tous les cas les valeurs fort appro- 
chées de ces diverses intégrales. 

Au reste, par la combinaison de ces formules, on pourrait trouver 
quelques résultats assez remarquables , tels que les deux suivans : 

i 

fer-*' dx(\ a sin ax-^-x cos ax ) = | 
fer-*' dx{ i — i fl* — ax* ) sin ax— — | a. 


ak— t _ V 

De V intégrale Z ( k) = A 1 d\ e ^ a “ , prise depuis x=o 
jusqu'à x = co. 

(5o). Considérons d'abord l’intégrale 

-i 

Z(o)=/r ‘dx.e x Mx J , 

et divisons-la en deux parties, l’une depuis x=o jusqu a ar= t J 
l’autre depuis x=t jusqu'à x— co. Pour avoir la première partie , 

î f -« A 

soit x — -, on aura la transformée / — z'dze x. /, qu’il faudra 

intégrer depuis z = co jusqu’à z = i ; si on change son signe, il 
faudra l'intégrer depuis z= i jusqu’à z = oo; ainsi en réunissant 
les deux parties, on voit que tout se réduit à trouver l’intégrale 

f(x *-f- x ')dx.e ' ' 

entre les limites x = i et x = oo. % 

Soit i-i-x' = 2 Xz, on aura x — 1 =. x % üz — a), et par 
conséquent 

r — ï i — » \ 7 dz\/z 

( x -\~x ' )dx — —p-Z — 

v ^ ' P (*— 0 

Donc l’intégrale dont il s’agit aura pour transformée 

celle-ci devant être prise depuis z =i jusqu’à z = oo. 

Soit s =i +/*> et on aura une nouvelle transformée 

i _I — — 

Z(o)=2'e " fdjre t*, 
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qui devra être intégrée depuis^ - = o jusqu’à^' = oe. Mais en fai-* 

— — 

sant , suivant notre usage , e " = u , on aura 
Z (o) = (an) 7 e - » /</« (fi) 

et comme cette intégrale doit être prise depuis u — o jusqu’à » — r ' 
on aura enfin 

_ t 

Z(o)=e “ i/(a nn). (i) 

(5i). Considérons en second lieu la formule 

Z ( i) = fx % dxe V»*W. 

si on la divise en deux parties , comme dans l’article précédent , 


on aura 


-C—O 

B \ J . 


Z(i )=r/(x ï -f-x *) dxc , 

qu’il faudra intégrer depuis x=i jusqu'à x = oo. Or en faisant 
i -f- x* = axs , puis 2 = i on aura successivement 

X 1 = C 22 — 0 \fi~-) + C 23 + 0 y/C^r 1 ) 

* = ( 23 — ») y/(~) — (33 + 0 \f(cïr) 

x‘ — X~ * = (22 -f- 1 ) y/( 22 Tl)= (2/’-f-3j) (/a 
(x 1 -f- x~ ’)dr — a r ( y*+ o <(r- 
Donc la transformée en_y sera 


i -- 


_Z1 


Z ( i ) — a* e n f(i + zj')e n dy. 

—Zl 

Soit encore e n =zu, et on aura la nouvelle transformée 

Z (i) = (an)’ <T " /d« [(/ i) . ’ + an (f i) 1 ] ;■ 
d’où résulte en intégrant , 

Z(,) = ( 2 n) 7 e _ »[r(i)+anr(l)]. 

Substituant les valeurs connues r ( j ) = y/* , T ( f ) =? ÿ y/* , on 
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aura enfin 

Z(i) =(i -f-») « "^(2i»7r) = (i + n)Z(o). (a) 

(5a). On pourrait calculer de la même manière les valeurs de 
Z (a), Z (5), etc. Mais la loi de progression de ces quantités 
est facile à trouver; en effet , si ou différculie la quantité. . . . 

ik+t 

T = x a e > anx on aura 


#rr = x * dx.e 

s» 


. V. MX / 




+ X 


-\ir.e ^ 

\ Q . ILV * 2 / 1 / 


l+M\ 
301 / 


Intégrant et observant que T s’évanouit aux deux limites de l'in- 
tégrale , on trouve 


° = Z (*) + Tn 2 ( k — 1 ) “ = Z ( k + . ) ; 

d’où résulte 

Z (A + 1 ) = (ai- + 0 «Z (A) + Z ( k — i). (3) 

Ainsi on aura successivement 


Z (a) = 3nZ (i) + Z (o) = Z(o) ( i 4- 3n + 3n*) 

Z(5) = 5nZ (a) 4 - Z (i) = Z (o) ( i + Gn -f- îS/i’-f-iSn’) 
etc. 

L’expression générale de ces quantités est 


Z(A)=Z(o).[i + 


ft 4- i A * - 
n —j- — 


■ Q.k -f- i ,k.k — i 


a-4 

A4-3-l‘4-a.A4- ' .h k — i.A — a 


n* 


3.4.6 


— n 3 4-etC.^J; 


«) 


ce qu’on peut aisément vérifier par la substitution dans l'équatiou 
(3). La série que nous rencontrons ici suit donc la même loi que 
celle qui a été représentée ci-dessus par A* (art. 43). 

Cette formule a également lieu lorsque k est négatif, et elle 
donne immédiatement Z ( — k — 1 ) =* Z (4) ; c’est aussi ce qui 
résulte de la considération directe des intégrales. En effet ou a 
généralement 

a* — 1 / i4^A 

Z(Æ)=y(sc 1 4~ x ' a ')dxe ^ ^ , 

cette intégrale étant prise depuis x =2 1 jusqu'à x = ». 
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On aurait semblablement 

C aA+3 \ t _ /i+n\ 

J + x => )dxe 

donc Z ( — k — i) =rZ (A). 

(53). Euler, dans le tome IV des Supplément au Calcul intégral J 
pag. 4.5, fait mention dus intégrales 

A = — fx * dx e \*>* J B = — fx * dx e v . 

qui lui semblent ne pouvoir être ramenées apx méthodes connues. 
Celte difficulté est résolue par les formules précédentes qui dounent 

A»ii(-»! = ilW = (.+.).'V© 

A , • 

d’où jj — t + n. Le même auteur ajoute que si ou ne peut pas 

trouver séparément les valeurs de ces deux intégrales, on connaît 
au moins leur rapport, savoir, 

» . 

A 1 + (“ 

11 >' 

1— e" 

Mais il y a évidemment erreur dans les calculs qui ont conduit 
à ce résultat, puisqu’il donnerait une valeur négative de tandis 
que A et B sont positifs. 

Des intégrales "‘dx cos nx , > /x*“ , e"' mi dx sin nx, 

prises entre les limites x = o , x = oc. 

(54). Nous supposerons que a et m sont positifs , condition né- 
cessaire pour que les intégrales dont il s’agit soient des quantités 
finies. Pour en trouver les valeurs , considérons d'abord la formule 

Z =/x a -'dxe~^- nV -' )x ; 
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si on fait tr~( n — »V— ') x = z, on aura la transformés 




*('JT 


(m— — i y 


laquelle devra être intégrée depuis 3 = 0 jusqu'à 3=1. Soit doue 
~ = tang 6 et \/(m' ~\-n k ) = r, on aura 

r, criai + V — isinaS — , , 

z = y- r (a), 


Il sufllt maintenant <le substituer dans les formules propose'es les 
valeurs de cos nx et sin nx en exponentielles imaginaires , et on 
en conclura immédiatement 


fx a ~'e~ mT dx cos/tx = T (a) 
sinuô 


( 0 « 

fx a ~'c~ ml clx sin nx = — — T(«) 

Au moyen de ccs formules , on trouvera les valeurs des intégrales 
j r x'~~ V " m *dx sin*nÆ ,fx?~ 'e~ mr dx cos^nx, et en général celle de 
l’intégrale fTx a ~'e~ m:r dx , T étant une. fonction de sinus et co- 
sinus qui peut se développer en une suite finie de sinus et cosinus 
linéaires de la forme A sin (ax + G) + etc. 

Si le nombre a est entier, les intégrales (i) pourront se trouver 
par les procédés ordinaires de l’intégration , et on aura d’ailleurs 
p ç a 'j — 1 . a . 3 . . .n — 1 , ce qui permettra de vérifier ces formules. 

( 55 ). Si l’on fait m = o ou = les formules (i) se rédui- 
ront aux deux suivantes : 

fx'~'dhc cos nx = ; — T ( a ) 

■ , „ ( a ) ! 
fxT-'dx sin nx = T (a) 

£t en particulier lorsque a = ; , on aura 

r dx eos n.r . / ( •* \ 

J x *' \n11J 

r dx fin nx , / ( *_ \ 

J \/x \ an / 


( 3 ): 


Si dans les formules (i) on suppose a infiniment petit, ce qui 

. donua 
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donne T (a) = i , on aura 

/ <fx 

— e -»n cos nx = » , 

* rf HT 

/— e— "•» siu nx = S =arc tang — . 

Si dans cette dernière on fait m=o, on retrouve la formule 
du n D 46- 

Les intégrales dont nous venons de nous occuper se trouvent 
dans le quatrième volume du Calcul intégral d'Euler, pag. 357 et 
suiv. Elles ont été traitées aussi par Laplace, dans le tome VIH 
du Journal de l'Ecole Polytechnique, pag. 344 et suiv. 

( 56 ). Si on différence par rapport à a les formules (t), on en 
déduira 

fx'-' e—**dx COS TUT fog X = ^^ ^.inafl+co.cBl n ^ r^) 

f x '-<e-”*dx sin «x logx = (5) ' 

La nouvelle transcendante^^ qui entre dans ces formules, peut 

se trouver d’une manière approchée par les tables ; on a aussi sa 
valeur en séries convergentes par les formules du 11“ 76, II* partie. 

Si de ces deux dernières équations on élimine , on en tire 
ce résultat ftmarquable : 

1 d 

yx" - 'é~ mr dx sin («i 0 — nx) log — — — T (à) , ( 6 ) 

et en particulier lorsque a = 1 , 

1 0 

fe-^dx sin (6 — nx)log- = (7) 

« * 

formule où l’on a tang 8 = et r = n'). 


56g 

C 4 ) 



47 
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De l'intégrale d * et autres semblables , prises 

depuis x = u jusqu'à x = i. 

(5 7 ). L’intégrale f ^ prise entre ces limites, est infinie; l’in- 
tégrale f [~. se réduit à la même forme , en faisant x"*" = u; 

elle est donc aussi infinie; mais la différence de ces infinis est une 
quantité finie qu'il s'agit de déterminer. 

Pour cela, soit P = /- -j ~. — ; si ou différentie cette équation 

par rapport à n, on aura 

* îfT. — fa'dx 1 . 

donc dP = - jfe - » et par conséquent P = log (n-f-i), sans cons- 
tante , parce que P doit s’éyanouir lorsque » = o. On a donc entre 
les limites données , 

/(**“ i)^=log(«4-i). (i) 

De là il est facile de trouver, entre les mêmes limites, l’intégrale 
J' , Soit pour cet effet jc” + ' =«, et a . , on aura 

r— =7^ = | o'i(«+o= io 8 > 

donc 


C (•*" — >) sfdx , fm + n -f- i\ 

J /x — l0 S \ m+« ) 


« 


Oa pourrait parvenir immédiatement à ce résultat en observant 
que (x‘ — 0 •*” — x* -1 ’" — i — £x" — i) ; ce qui donne 

g-/c*--.> g= i»g (=£±!> 


En général , si on a un polynôme 

X = Ax*+ Bx— '-f Cx— *-f etc. , 
qui se réduise à zéro lorsque x = i , on pourra le mettre sous la 


forme 


X = A (x* — i) -+• B (x^ 1 — i)-f-C(x*~ *-—>) + etc.; 
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et alors il est clair qu’on aura 

/ ^dje * 

~Tx~ ~ ^'°g (” + <)+ ® log(«) 4*C log (n — i) -f- etc. 
(58). Supposons maintenant qu’on veuille avoir l'iute'grale 


571 


n rt**— 0*d® 

v-J 


en differentiant par rapport à n, on aura • 

•fQ z' 3 (ac“ — O x'Jx , , , v , 

dï—J TT2 = 3log(in+ i)—2log(n +i); 

d’où résulte en intégrant , 

Q = (an + 1 ) log (an -f- 1 )— a(«+ i)log(n -f-i). (3) 

Soit proposée plus généralement l’intégrale r (r "~‘ y , on fera 

J 

* ‘ = u t ~ + - = * , et la transformée sera (m- f- 1 ) J' Üî. 
Celle-ci , d’après la formule précédente, a pour valeur, 

(m -f- ! ) (aa-f- 1 ) log (aa-f- 1 ) — a (/» + 1 ) (a+i)log («+ j). 
Donc en remettant la valeur de a, on aura 
'Wp( r * 1 Vx"dfcr 

y - — {liy =(an+"»4 - 1 )log( an+rn+i )— a(«+wi + 1 )log(n-f-w + 1 ) 

-h(m -+- 1 ) log («i-f-i ) , 

Intégrale qui pourrait être représentée plus simplement par la 
formule 

f (tt) • r " < * r — ï A3 [0"+ 0‘ >“g («+ « )] , (4) 

en supposant que la différence A m soit égale à n. 

(5g). On trouvera semblablement 

/(^rir) *‘ v£r = ï A3 K m + 0‘ lo s 0» + 03- 

En effet, si on fait le premier membre = R, on aura 

OU 

rfR 

= 5(3«-{-iw-f-i)log(3n-f-m-|-i) — 6(an-|-w-|-i)log(an-f-An-(-i) 

-j- 3(n-l-/n-l-i)log(«-f-OT-(- 1 ). 



3 7 a TROISIÈME PARTIE. 

Multipliant par dn, et intégrant le second membre d'après la for- 
mule fxdx log x = ^ ( log x — i ) ; déterminant ensuite la cons- 
tante de manière que l’intégrale soit nulle lorsque n= o, on aura 
R = j (3n+/»j-f-i)* log (5«+/n-f-i) — ’ l°g (an+» , -4'0 

-4-7 ' )‘log («-f-TO-t- 0—7 ("H-0* lo g («*-4-0 > 

quantité qu’on peut mettre sous la forme 7 A 3 [(/n-(-i)* log («H-»)]/ 
on aura donc 

/ (ripy Wx ~ j A ’ i°g («'+'*)]• ( 5 ) 

(60). Ces fonnulcs peuvent être présentées de la manière la plus 
simple et la plus générale, comme il suit: 

j ' ( r ~ ‘ ) x“~'dx = A (log m) 

J' x m ~‘dx — A*(mlog m) 

= ~T A ’ ( m * l0 S "0 

f = ^3 A< ( ’°g m ) ^ 

etc. 

les différences indiquées par A étant prises en supposant A m= n: 
Euler a considéré ces intégrales dans quelques cas seulement; 
voyez le tome IV de son Calcul intégral , pag. 277 et suiv. 


.Dcj intégrales et /A*dp coj , prises depuis <p = o 

jusqu’à <p = sr , c/z supposant les nombres ^ et n entiers , 
et A = r -f- a* — 2 a coj <p. 

(60- D’après la théorie des suites récurrentes, il est facile de 
voir qu'on a l’équation 

, ~ l! L ~ c ' 7 0 . r ! ? ‘^ = « 4- a cos y + a' cos a^-f-o’cos 3p-f-elc. 

Multipliant chaque membre par 2 et retranchant de part et d'autre 
l’unité , il viendra . , 

1 — - a* 

V— ao cos f+ ~ a‘ = 1 4- 3a cos <p + an' cosatp-f- aa 5 cos 3<p -+- etc. 
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donc 

dp cns Aÿ dp co« *p . . . . . 

— - ^ — = t _^ a . ( i + a« cos ip-j-an’ces ap-f-aa’ cos 5|>-{-etc.}. 

Appelons en général P" l'intégrale f — prise. entre les limites 

<p = o , <p — rt ; il faudra pour avoir la valeur de P 1 , intégrer le 
second membre de l’équation précédente. Or il est visible que pour 
cet objet, on pourra réduire la suite i-l-a/icosip-f-ae’cos a^+etc., 
au seul tjrmc aa K cos A® ; car k étant différent de \ , on a... 
/t/<pcos?.ip cos kp = cos ( A. — k) <p -+- i fdp cos (A +/, ) <ps= 

"a (> ' ^/<)* + *‘3 » » nle 'g rale S ui s’évanouit daij| les limites 

données, puisque \ et k sont des nombres entiers differeus l'un de 
l'autre. Nous aurons donc simplement 

P’ = • aa' cos ?.<p = 7—/^ ( 1 -f- cos a *<p). 

Mais l’intcgrale f dp ( 1 -f- cos aXijJ ), prise entre les limites p=so; 
p = , se réduit à 7 r ; donc enfin 

p. — ^ 

1 — a*’ CO 

Nous avons supposé tacitement que a était plus petit que l’unité; 
s’il était plus grand , on ferait a = i , et alors A deviendrait 
^ (i + *‘— aa cos <p), de sorte que l’intcgrale ** 


A" 


sc ramo- 


nerait toujours à une intégrale semblable où l’on aurait a < t. 

(Ga). Connaissant ainsi la valeur du P‘, on peut en déduire par des 
différentiations successives , les valeurs de P*, P 5 , etc. En effet si on 

différentic par rapport à a l’équation P* = J' Xf } 0 n en tire 
dP" r ntlp co» *p f\ — «* — 


ou 


donc 


“P" c "’-Q co! >41 fl — „» — 

da~~J A«" V a J’ 


dr 


TET ” o C 1 — fl0 ) P* + 1 " jj P*> 


p*+,__i_ é p , . » rfP-N— rf(«’p») 

• 1 — a’ \ a’ rfa/ (i— a')d(u")’ 

Au moyen de cette équation et de la valeur connue dç P', on trou- 
vera successivement 
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. ^Jjî{ (»+ 0(x+u)- aa 'C*+:»)(»-a)+«'(A-a)(»-i)} 

p*=:— 1_- . ~^J,{ (M-.)(M-a)(x+3)-3a‘(*+aXA+3)(*-3) 

*^3(1 (a*|-3) (A 1 ^) ( -^ü®(x— o)( a— - a) (a— i ) | 

P 5 =7733 • 7j^^{(*+0CM-»}(»4^M-4)— < (n ,( »+3) ( >-^)(>+4K ^— 0 

' -t 6^A+3)(*+4){*-4)(»-3)-4u ,! CA+4)^-4)C*-3)^-a) 

4X*-- 3 X A — a X*— O } 

clc. 

La loi de ce? expressions csl facile à saisir, et en général si on fait 


P*s= 


À ^~ 1 . A - 4" 9 . A -^3 . , A 4 1 


(i -a ù ) # ' 


/*— *4 9 


le coefficient A* aura pour valeur 


A’= 1 4- : 


1 n /v 1 . 

■ U % . ; 

A+I 


-A — i . » — A — a 


(3) 


1 A+l ■ 1.1 A-M-A+3 

-l.n— 1 . 0 — 3 t n — A— -i.u — A — •>.» — A — 3 
1.3.3 a ' A-+-I . A-f-S . A+3 ' * 


Pour s’assurer de l’exactiludc de cette formule , il suffit de substi- 
tuer la valeur générale de P* dans le second membre de l'équation 
(a), on trouvera, après les réductions, une valeur de P"* 1 qui ne 
sera autre chose que ce que devient P* en mettant n 4 - 1 à la place 
de n. Tout autre mode de vérification serait moins facile que celui 
que nous indiquons. 

* Le cas le plus simple est celui où » = A 4- 1 ; alors A’ se réduit 
à son premier ternie 1 , et on a 


P >+ '=/ 


va 1 


A-l-l . A43 . A-+-3. . .SA 


(if ens Af _ 

A*** (1 * 1 .a.3. . . .A 


(4) 

Un autre cas qui mérite d'être remarqué, est celui de A = o ; 
alors on a 

+( ! 44r Lj ) v +«•]• . <*> 

formule dont les coefficiens sont les quarrés des coefficiens du 
binôme élevé à la puissance n — 1 . On aurait, par exemple , 
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'* = ( Tr?j- 9 [ 1 + 4*o*4- 6*a 4 + 4* a ‘ 4- a*]. 

(63). Venons maintenant à l'intégrale fb.'d<p cos A£ que nous dé- 
signerons par Q*. Sans passer par les cas particuliers , on peut 
déterminer tout d’un coup la valeur générale de Q\ En effet, si 
on décompose le polynôme i — sa cos tp -f- en ses deux facteurs 
imaginaires, on aura 

A = ( i — ae ty/ ~' ) (i — «?-*✓—*). 

Si ensuite on suppose 

(,_ ae * V- ')■— ,+R,^ *-*• +K, C ’^- 1 4-K/* v '-' 


4-R; 




M-l 


-f-etc. 


on aura semblablement 

4 

4-K 1+ y/ ~ '4-elc; 

Multipliant ces deux équations l’une par l’autre,” afin d’avoir la 
valeur de A*, et observant qu’il suffit de conserver dans le second 
membre les termes affectés de et de , on aura le 

produit cherché 

A- = (R,4-Kx* ,K.4- K /+1 K.4- R, +3 K,+ ctc.)(e’^-'+ e~^~y 

Mais le facteur e’vv'— > se réduit à a cos Ap , et on a entre 

les limites données f dp . a cos*Ap = ir; donc la valeur générale 
de Q" est 

Q-=vr[K i + K, +1 K,+ 

^■*4-3 K,4-K., + 3 K,-f- etc.]. 

Or on a par la formule du binôme, 

♦ 

n.w— i.n — .n-f-ï — à , ** * 

K, — — — ï -i~- (— fl ) 


i .aX 

n — x 


K_=K^(-a) 

«r /l— A.n— A— 1 .fl — - > 9 t 

*+3 *' A+l .A-f-a.A-f-3 ' 

etc. 

Donc en faisant Q* on 

/A’rfp cos A? = -K ( — a)* 


K.= i^(— a)* 


K,: 


1.3 

n. n— i .n — a 
* 1.3.3 


(— )’ 


etc. 


n.n— i .n — a. . . .n-f-i — a 
' 1.2.3.... A 
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ou aura pour la valeur du coefficient B*, 

i — >. . n — A- 


B . , n , n — A n.n — 1 

* = i -f- - a'-— a 

1 I A-f-l 1 1.9 


n.n— i .n — 9 

TO 


A-f-1 .A4"3 
n— >■ .n — A — i .n — A — a 
A-H .A-H -A+3 


•etc. 


( 8 ) 


( 64 ). Remarquons que dans l'applicalion de cette formule ü faut 
supposer n — ou > A. En effet, si n était <À, le développement 
de A" ne pourrait donner aucun terme semblable à cos X<p , ainsi 
l’intégrale cos \<p , prise entre les limites données, serait nulle. 

La plus petite valeur qu’on puisse donner à n est donc n==A, , 
alors on a fC^'d'p cos XQ = ir ( — a) x , ce qui se vérifie immédia- 
tement. 

Le cas de A = 0 mérite encore d être remarqué ; alors on a 

i + a* -f- ^ - g~ a ) n'-f-etc.J. f 7 ) 

Comparant celle formule à la formule (5), on en tire 

/A-^ = (.-a*)» + '/^ 1> (8) 

ce qui établit un rapport remarquable entre ces deux intégrales, 
rapport qui aurait lieu quand même n rie serait pas un nombre 
entier , et c'est ce qu’on vérifiera aisément pour le cas de « = j , 
par les formules de la première partie. 

En général si l’on observe que la valeur du coefficient B' n’est 
autre chose que celle du coefficient A*, dans laquelle on aurait mis 
n+i au lieu de n , on en conclura que les deux intégrales dési- 
gnées par P* + ‘ et Q", ont entre elles un rapport très-simple ; on 
a en effet d’après les équations (5) et (6), cçtte formule très- 
remarquable’ ’ 

fL”dQ cos XQ — 


n.n — i .n — 9 . . .n — A+i 




n-f-i .u-f-a. n+3. ♦ .«-+A ' 
et l’équation (8) n’est qu’un cas particulier de celle-ci. 

Toutes ces formules sont ducs à Euler; mais les démonstrations 
de cet illustre Auteur sont, si je ne me trompe, beaucoup moins 
simples que celles que je viens d’exposer. Voyez le tome IV de 
sou Calcul intégral , pag. 194 et suiv. 


FIN DE LA TROISIEME PARTIE. 
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qoi dan» sa généralité contient quatre coclTiciens arbitraires , est remplacé par ", 
le radical A = y/ ( i — c*sin*g) , où il n'y en a qu’un; a°. que la variable x, 
qui pourrait être a?>uiétie à certaines limites, est remplacée par l'amplitude ç qui 
croit indéfiniment , 3*. que l'intégrale, dans sa nouvelle forme, peut être déter - 
minee pour toute valeur de ç , si elle est connue seulement depuis ÿ = o jusqu'à • 




§ IV . Développement de la formule f 


Ode 




Oa démontre que la formule Ç 0 est une fonction rationnelle paire 
de sin ? , ne contient que deux sortes de transcendantes ; l'une de la forme 
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/( A + B sin 1 ? ) — , l'autre de la forme f — ^ , N et n ayant de» 

valeurs quelconques réelles ou imaginaires. 

§ V. Définition des fonctions elliptiques, et leur division en trois 
espèces , P a g e *4 

La plu» simple des fonctions elliptiques est représentée par f ^ , elle cons- 
titue la première espèce ; l’arc d'ellipse désigné par f&xlp est la seconde es- 
pèce , et l'intégrale f : — - ■ — est la troisième. 

r v (i + n sin*») A 

§ VI. Comparaison des fonctions elliptiques de la première espèce j 

30 


On donne , d'après Euler , l'intégrale algébrique complète de l'équation 

» 

o , cette intégrale répond à l'équation transcendante F (?) 


dp , '<4 
a (?) ' a ( 4 ) 


-)-F(4) — F ( u ) ; d'où il suit qu'on peut résoudre algébriquement tons le» pro- 
blèmes relatifs à l'addition, la sonstraction , la multiplication et la division des 
fonctions F , comme on le fait à l'égard des arcs de cercle. 

§ Vil. Application à ta lenmiscale , . Zj 

Les arcs de cette conrbe représentent la fonction F (c , ?) dans le cas où le 
module c= sin 4Ô°. 


§ VIII. Application au mouvement du pendule simple, 4° 

Le tems du mouvement par un arc quelconque , soit que le pendule ne fasse 
que des oscillations , soit qu'il tourne toujours dans le meme sens autour du point 
de suspension, est en général une fonction elliptique de la première «spèce, et 
jouit de toutes les propriétés de cette fonction. 


§ IX. Comparaison des fonctions elliptiques de la seconde espèce, 4i 

La même équation algébrique, qui donne F (?) -f- F(4) — F ( y) = o, s'ap- 
plique aux fonctions de la seconde espèce, et donne E(?) -f-E(4) — E(^t) 
~u une quantité algébrique c’ sin ? sin 4 si" p. Ainsi toutes les comparaison* 
des arcs d'ellipse s'établissent sur la même base que celles des fonctions F. 

§ X. Comparaison des arcs d'hyperbole , 5s 


§ XI. Développement particulier de la formule 




(f-f- g*‘) dx 


V («‘ -f- 2 a.Cx‘ cosé-(-C"x‘) * 


54 


L’application de cette formule à diverses intégrale» définie» , offre différens ré- 
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sultats remarquables sur les relation» qui existent entre les fonctions complètes 
**(c), F'(A), E' (e), E'( 4 ), dans le cas oùc=sini 5 '\ 

§ XII. Théorème sur les fondions complètes de première et de 
seconde espèce , dont les modules sont complémens T un de 
l outre, page 6t 

§ XIII. Équations différentielles qui expriment la liaison mutuelle 
des fondions E et F, 6a 

On remarque qu’une table des fonctions E servirait à déterminer les fonctions F, 
et réciproquement. 

S XIV. Développement des fonctions F' et E' en séries , 65 

Ces fonctions dépendent chacune d’une équation différentielle linéaire du se— 
cond ordre : elles se développent en séries , de deux manières , l’une suivant les 
puissances du module c , l'autre suivant les puissances du module complémen- 
taire b. 

§ XV. Des changemens qu’on peut faire subir au paramètre dans les 
fonctions elliptiques de troisième espèce ,• 68 

Formule pour transformer une fonction de troisième espèce dont le paramètre 
est n, en une autre dont le paramètre est — , 6g 

On distingue dans les fonctions elliptiques de troisième espèce , trois formes 
du paramètre; savoir, n = cot*S, n= — i-f- 4 *sin*é, n = — c*sin*8, 73 

Formule pour transformer l’une dans l’autre les fonctions elliptiques dont les 
paramètres n et n' satisfont à l'équation (t + n) (1 + n') — b*, 73 

Au moyen de cette formule on peut réduire toute fonction dont le paramètre 
est de la forme n — cot’ 9 , à une fonction dont le paramètre est de la forme 
■=*—».+ b ' siu* 9 , et réciproquement ; mais celle» qui sont relatives à la troi- 
sième forme n = — c’ sin’ 9 , ne sont réductibles qu'à des fonctions dont le pa- 
ramètre est de la même forme , 74 

§ XVI. Comparaison des fonctions elliptiques de la troisième es- 
pèce , 7 5 

La même équation algébrique, qui donne F (p) -f- F (>[.) — F(«) = o et 
E(ÿ) -f-E ( 4 ) — E (/x) = c*sinÿ sin 4. sin n, s'applique aux fonctions de troi- 
sième espèce, et donne n(p) + n(-i) — n(/u) = à une quantité déterminable 
par arcs de oercle ou par logarithmes. Ainsi les fonctions de la troisième espèce 
se comparent comme celles de la première espèce, aux différences près que 
comporte la nature de ces fonctions. . 


38o table des matières: 

§ XVII. Formation dune suite infinie de fonctions elliptiques de la 
première espece , liées entre elles par des rapports consluns , pag. 81 

Le module dune de ces fonctions sert à déterminer tous les autres; il en ré- 
sulte une suite ou échelle de modules qui se prolonge à l'infini dans les deux sens, 
depuis zéro jusqu'à l'unité. De même, l'amplitude d'une de ce» fonctions sert à 
dt terminer toute» les autres qui sont croissantes à l'inGni dans un sens, et dé- 
croissantes dans l'autre, ju.-qu’à une limite déterminée. 

§ XVIII. Application de la meme loi aux fonctions elliptiques de 
la seconde espèce , 85 

' Le premier résultat de cette application est que la fonction de première es- 
pèce F (c, ç) peut s'exprimer géncralemcnt'par deux fonctions de seconde espèce 
t (c , f) . E(c', ?') ; d'où il suit que tout arc d'hyperbole peut être déterminé par 
deux arcs d’ellipse, ce qui est le théorème de Landen. 

On peut former, d'après la même loi, une suite infinie d'ellipses telles qu'en 
supposant connus les arcs de deux de ces ellipses, on pourra trouver les arcs 
de toutes les autres. 

§ XIX. Méthode d approximation appliquée aux fonctions elliptiques 
de la première espèce , 89 

Deux formules remplissent cet objet, l'une pour le cas où le module c n’est 
pas trop pré* de l'unité , l'autre pour le cas où la différence 1 — c est extrê- 
mement petite. 

Les même* formules servent à résoudre le problème inverse, c'est-à-dire, à 
déterminer l'amplitude ç , quand on connaît la fonction F (c, f). 

§■ XX. Propriétés particulières des fonctions F(c) , F (h), dont les 
modules sont complémens l’un de l’autre , q 7 

Ces propriétés conduisent à des expressions singulièrement approchées du 
nombre * en quantités logarithmiques. 

§ XXI. Méthode d’approximation appliquée aux fonctions ellip - 
tiques de la seconde espèce , 102 

On dorhe encore sur cet objet deux formules , l'une pour le cas où e n'est 
pas trop près de l’unité , l’autre pour le cas où la différence 1 — c est extrê- 
mement petite. 

Ces formules sont ce que l’analyse peut offrir de plu? simple pour la recti- 
fication de l'ellipse et celle de l'hyperbole. 

§ XXII. Formules remarquables pour déterminer les Jonctions com- 
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plètes •■F'(c) > E'(c), lorsque c est peu éloigné de l’une de ses 
limites , page 1 1 5 

On » ajouté une table des logarithme» des fonctions F'(c) , F.'(t) , calcules 
pour tous les angles du module , de degré en degrc , depuis zéro jusqu’à qo°, 1 1 8 

^ XXI11. Méthode d'approximation appliquée aux fonctions ellip - 
tiques de la troisième espèce , i tg 

Après avoir déterminé la loi que suivent les paramètres et les coefBciens des 
transformées successives , on donne l'ejcpression générale de la fonction , pour 
tous les cas où le module n’est pas trop près de l’unité. 

On discute ensuitu, d’une manière fort étendue, le cas où le module diffère très-' 
peu de l'unité , et on en donne la solution générale par une suite convergente. 

§ XXIV. Des cas les plus généraux dans lesquels on peut opérer 
la réduction des fonctions elliptiques de la troisième espèce , 1 34 

On démontre généralement, i*. que toute fonction complète de troisième 
espèce peut s'exprimer par des fonctions de la première et de la seconde espèce. 

3 °. Qu'il en est de même de toutes les fonctions non complètes en nombre 
infini , qui peuvent se mesurer pa^Ja fonction complète. 

5°. Que la fonction de troisième espèce n(n, ç, ç) peut se réduire indéfini- 
ment à la première espèce, dans une infinité de cas pour lesquels on a un symp- 
tôme général. 

§ XXV. Réduction générale des fonctions elliptiques dont le pa - 
ramètre est imaginaire , >47 

On démontre généralement que toute fonction elliptique de troisième espèce 
dont le paramètre est imaginaire , peut se réduire à deux fonctions de la même 
espèce dont les paramètres sont réels, l’un étant de la forme — i + è J »in*0 , 
l'autre de la forme — c* sin’ 9 ; ce qui confirme pleinement la division qui a été 
. faite des fonctions elliptiques en trois espèces. 

On discute particulièrement le cas où n = c (cos 5 •+• |/ — isiné), et celui où 
i -j-n — b (cos K -f- y' — i sin a). 

§ XXVI. Dim symptôme général pour reconnaître si deux fonctions 
données de troisième espèce , qui ne diffèrent que par les para- 
mètres , peuvent se réduire l’une à l'autre , i5f) 

§ XXVII. Exemple d’une transformation particulière de fonctions 
elliptiques de la première et de la seconde espèce , îGi 

Cet exemple se rapporte aux fonctions dont les modules sont sin 75 ° et sin i5% 
et 9ont par conséquent complémens l’un de l’autre. 
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§ XX VU!. Des séries qui donnent , sans transformations } les valeurs 
approchées des Jonctions elliptiques , page 169 

Ces séries procèdent suivant les sinus de* arcs multiples de l'amplitude *, 
et leurs coelficiens peuvent être déterminés généralement par les formules re- 
latives aux fonctions complètes de la première et de la seconde espèce. 

S XXIX. Surface, du cône oblique, s 178 

On démontre que la surface totale est toujours déterminable par de» arcs 
d'ellipse, soit que la base soit un cercle , suit qu’elle soit une ellipse. 

§ XXX. Construction de la ligne la plus courte sur la sur/ace 
A ' du sphéroïde t * 178 

I.a latitude d'un point quelconque de cette courbe étant donnée, on trouve la 
longueur d’un arc de la courbe par celle d’un arc égal d'ellipse; quant à la lon - 
gitude , elle dépend d'une fonction elliptique de troisième espèce , et d’une de 
première espèce : on peut aussi la construire par le développement d’un ccine 
oblique à base circulaire. Les points où la courbe rencontre l'équateur et ceux 
où elle toucha les parallèles entra lesquels elle est contenue , se déterminent 
par les seuls arcs d’ellipse. 

• 

§ XXXI. Détermination de Faire de F ellipsoïde } 182 

On donne d'abord la valeur approchée de cette aire par une série régulière 
et convergente. 

On détermine ensuite la valeur exacte de l'aire en fonctions elliptiques , par 
la considération des lignes de plus grande et de plus petite courbure tracées 
sur la surface de l'ellipsoïde , et on trouve que l'aire totale peut s'exprimer par 
des arcs d’ellipse. 


§ XXXII. De quelques formules intégrales qui peuvent se ramener 


^ 7 7 J h 7“' 

aux fonctions elliptiques , 

>94 

§ XXXIII. De F intégrale > 

300 


On prouve que cette intégrale ne dépend que .des fonctions elliptiques de la 

première et de la seconde espèce. 

§ XXXIV. De F intégrale Z = f , aoi 

On examine successivement le cas de v = 3 et celui de »= — 3 et * 

jr=r — t, et enfin celui de » = i et f* — — j , tous trois susceptibles d'êtro 
résolus par les arcs de cercle et les logarithmes. 

§ XXXV. Des cas principaux ou l'on peut évaluer , par les fonc- 

. * 
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n 3 

lions elliptiques, l’intégrale =yx 1 ’~'dx(i — x )“ , prise de- 
puis x = o jusqu'à x=t, page aor) 

Ces cas sont ceux où n est égal é l'on des nombres 3, 4. 6, 8 et ta. Dans 
le cas de n = ia, on parvient à des résultats très-remarquables sur la compa- 
raison des fonctions complètes F‘(r) , F '(A) , tant entre elles qu'avec la fonc- 
tion F‘(sin 45°) , l'angle B du module c étant tel qu'on a sinsî = tang’ )5*. 

SECONDE PARTIE. 

DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 


& L Des intégrales Eulériennes de la première espece, 33a 

Formule générale qui comprend presque toute la théorie de ces fonctions, et 
qui peut être regardée comme une sorte d'équation aux différences Gnies par- 
tielles , 237 

Au moyen des auxiliaires désignées par A, , on donne l'expression générale 

des fonction» sous deux formes différentes , selon que p -f- q est > 

ou < n , a3o 

On fait voir que si n est pair, le nombre des auxiliaires peut être réduit à 
moitié par la formule (cf) , 237 

§ II. Formule pour évaluer par approximation les intégmles(^, arjo 

On cherche particulièrement la valeur approchée de cette intégrale lorsque p 
et q sont très-petits par rapport à n. 

§ III. Remarque sur quelques cas particuliers où l’on peut sommer la 
suite désignée par oj, (x) , et deux autres de la meme espèce, a /(4 

On donne sur ces suites plusieurs théorèmes remarquables qui sont dus à 
Landen, et on ajoute les démonstrations de quelques-uns d'eux, que l'auteur a 
supprimées. 

t ’ • /» xP“'dx 1 

§ IV. Considération des formules intégrales I . — : log - ,' 

J i/(i-x") n_<1 x 

log' -, etc. Théorème très-remarquable sur la pre- 

mière de ces formules , f a.-Jg 

Ce théorème sert à déterminer exactement la première de ces intégrales , en 


- . t • 

* * |v 
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supposant connue l'intégrale (f.)\ quant aux formules suivantes, leur détermi- 
nation dépend en général de la transcendante (a, n) 1 ", c’est-à-dire, de la somme 
des termes pris de n «n n , dans la suite + + etc. 

§■ V. De la réduction, des transcendantes désignées par (a, n)"*, p. a65 

On traite particulièrement le cas de ro~a, n — 6 , et celui de m=5. 
n =: 6 ; ils dépendent de deux transcendantes dont on cherche l'expression eu 
séries convergentes. 


§ VI. Des intégrales Euléricnnes de la seconde espèce , 


376 


Toute intégrale de la première espèce peut s’exprimer très-simplement par 
les fonctions T{ réciproquement toute fonction T (a) dans laquelle a est un nombre 
rationnel , peut s' «primer par les intégrales , a 83 

* Expression de la fonction r (é) lorsque à est très-petit , a8q 

On prouve que la fonction T (ai sera connue pour toute valeur de a, si on 

connaît seulement cette fonction depuis a = ! jusqu'à üz:i , ibid. 

Formule pour calculer directement la valeur de chaque fonction r, aqo 

Cette formule est dn nombre des suites demi-tonvergentes ; on cherche , 
a priori, le point où il faut s’arrêter dans le calcul de cette suite, et on lixe 

le degré d’approximalion qu'elle peut donner dans chaque cas, 2tja 

Considérations générales d’où l'on déduit des suites convergentes et régulières , 

pour exprimer les valeurs de logffi + x) , log r( 1 — g) , etc. , aq8 

Application de ces suite» à l’expression générale du logarithme de la fonc- 
tion 

L’intégrale ft*e~ tm dt, prise depuis t = o jusqu’à ic=oo, se ramène immé- 

diatement aux fonctions T. ; ; 3 oi 

Table des logarithmes de la fonction T (a) pour toute valeur de a , de millième 
gn millième , depuis a — 1 ■ 000 jusqu’à a — ü. 000 , 3 oa 

TROISIÈME PARTIE. 


DES QUADRATURES. 


§ I. Formule, générale puu r k s quadratures., 


Jlüâ 


Cette formule se°*oni pose d’une intégrale aux différences Gaies et d'une suite 

de corrections dont la loi est connue , r 

*, ' *. - Moyen, 
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Moyen» d’obvier à l'inconvénient que présente la formule , lorsque quelqu'un 

des coelfiriens ( devient inGni dans la partie de courbe qu'on veut 

quarrer , page 3i3 

Le résultat de la formule générale se rapproche beaucoup de celui qu'on 
obtient en considérant l'aire de la courbe proposée comme une somme d'aires 
paraboliques , déterminées chacune par trois ordonnées consécutives et équi- 
distantes , 3 1 g 

§ II. Construction de la courbe dans laquelle l'arc s est donné en 

fonction de la quantité ^ , , 5ao 

On trouve généralement l'expression de chacune des coordonnées par une 
intégrale aux différences finies , jointe i une suite de corrections dont la loi 
est connue. 

§ III. Application de la méthode précédente au calcul de la tra- 
jectoire d’un projectile, 35o 

On donne les détails du calcul pour trouver, dans un exemple particulier, la 
hauteur du jet , l’amplitude de la branche ascendante et celle de la branche 
descendante. On déterminé ensuite la position de l'asymptote verticale et celle 
de l'asymptote inclinée. 

§1 \ . De l’intégrale indéfinie fis, (jog'^ , prise depuis x = o, 35g 

On donne deux formules pour évaluer cette intégrale par approximation , 
l'une pour tons les cas , l’autre pour celui seulement où x est très petit. On 
donne aussi une formule pour trouver l'intégrale lorsque x est plus grand que 
l’unité. 

§ V. De l'intégrale f ydx prise entre deux limites qui rendent nulle 

la fonction y , 345 

Application à l'intégrale / x‘é~*dx , prise depuis x =0 jusqu'à x= oo , « étant 
un nombre positif. Il en résulte la meme formule qui a été trouvée dan» la 

seconde partie pour la valeur de r ( « + i) , 34S 

Application à l'intégrale /x* { t — x) : dx , prise entre les limites x=o, x = i, 

st et C étant positifs , 348 

Cette intégrale comprend la détermination générale des fonctions ©■ 

§ VI. De f intégrale f x~«e~ x dx , prise entre les limites imaginaires 
qui rendent nulle x~* e~* , f 55t 

La valeur de cette intégrale désignée par E (a), se trouve généralement en 
supposant connue la fonction T (a). 353 

49 
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On en déduit l'expression générale de l'intégrale Q(«) = . .'. 8 

cos(«tangp — ap) , prise depuis p = o jusqu'à p =2 L*. Il s'ensuit que cette 
intégrale peut être déterminée exactement en fonction de e et e, toutes les fois 
que au est un nombre entier, page 355 

§ VII. De l’intégrale Z = J ' (l * et autres semblables , prises 

depuis x = o jusqu'à x = oo. 357 

On déduit de la formule principale deux séries d'intégrales qui peuvent toutes 

être déterminées en fonction des nombres e et w. En général on peut trouves 

, , /M cos ox + IV j sin d. r\ ... 

la valeur exacte de^ 1 intégrale / ( p J <fr , depuis æ = o 

jusqu’à r= oo , si M , N , P sont des fonctions rationnelles et entières de .r*, 
P étant la plus élevée , et si en outre P n’a aucun facteur de la forme 
x 3 — m‘, 36o 

§ Vin. De V intégrale Z—f e -1 ’ dx cos ax , prise depuis x = o 
jusqu’à x = oo. 36a 

Autres intégrales qu’on déduit de la même formule , 363 

§ IX. De l’intégrale Z(k)=/'x a dxe ^ , prise depuis 

x = o jusqu’à x = oo, 3G4 

§ X. Des intégrales f x a—, e~ mI dx cos ni, / x* — 'e - ' “ dx sin nx , 
prises entre les limites x =o, x = oo , 567 

- — ' — - et autres semblables , prises depuis 
x = o jusqu’à x = 1 1 37» 

Loi très-simple que suivent les intégrales J ' ^ ^ ^ x"~‘ dx , en donnant 

à k les valeurs successives 1 , a , 3 , etc. 

§ XII. Des intégrales J* et f A" dp coj A<p , prises depuis 

<p= o jusqu’à <p — k , en supposant les nombres À *1 a entiers , 
et A =1 4-a*— aa coj p, 67a 


FIN DE LA TABLE. 
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désignées 

dx c 

R mq 

_ lin jf 
cos j S 

coa ‘9 = (p / Z — i)V'(lÿ3) 
relranchcs , multiplies ou divisés. . . 
A-* la longueur 

4p3 = F 'i.[... 

^3 = P'c.C... 

Théorème sur /es fonctions comp/ètes. 

p p cilit 

F - E - c * 

" = ‘’( F+ 'S+- 

cWF‘ f / F , 

dt % • ^ cot 2 i . , a t 

•WE' , s Æ> 

dt 1 sin 3 1 ' ~ 3 f‘ ‘ • 

(' ~h h' \ dE‘ 

\~T~)db 

c* 

»* 

— - 3c* 

a*.4* • 

(8 + 3c)E(c',0 


c* 5 
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G et C 
+ i B" sin p' 

L ' V” AV 

a 4 8 

F (c. ?) 4 

art - 79 

= 4n- 4) 

./F » +n 1 4-«' 

L » n' 

0+ç+B) 
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■ 56 
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art. 60 



164 

5 

r dm 

J — b a sin* ») 

- 

• 

>79 
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n = 10 
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i5 

r dp 

J ( 1 — c* cos’ « sin’ p)‘A 



i5 

8 

prise depuis m ~ m jusqu’à • = C ; 



22 _ 

23 

/'(O — sin •) dm cos • 

J N sin 3 m 
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EXERCICES 

DE CALCUL INTÉGRAL. 


SUPPLÉMENT A LA PREMIÈRE PARTIE. 

« 

* • - * 



]\oüs nous proposons, dans ce Supplément, de faire connaître 
un nouveau genre assez étendu d’intégrales définies , qui peuvent 
être exprimées, en partie par les fonctions elliptiques, en partie 
par les arcs de cercle et les logarithmes. Ces applications, jointes 
à toutes celles que nous avons données dans la première Partie , 
démontrent de plus en plus l’utilité et même la nécessité d’ad- 
mettre les fonctions elliptiques dans le calcul intégral, au même 
titre que les arcs de cercle et les logarithmes. Mais on ne pourra 
jouir pleinement des avautages de celte innovation, que lorsqu'il 
existera des tables suffisamment étendues des fonctions de la pre- 
mière et de la seconde espèce. Nous avons déjà tracé sommaire- 
ment le plan d'après lequel ces tables pourraient être construites. 
Nous reviendrons, dans une autre occasion, sur cet objet, et nous 
donnerons des formules propres à simplifier le travail et à fournir 
de nouveaux moyens d’exécution. 

(i). Les formules que nous avons rassemblées dans ce Supplé- 
ment étant assez nombreuses , nous avons cru devoir, pour plus 
de clarté, les ranger dans une table géuérale divisée en seize cases, 
qui forment autant de tables particulières. Par cette disposition ou 

1 
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aura l’avanlage de saisir d’un coup d’oeil l'ensemble des résultats^ 
et de retrouver facilement ceux dont ou pourrait avoir besoin. 

Nous allons parcourir successivement les différentes cases , et 
faire voir par quels moyens on est parvenu aux formules qu’elles 
contiennent. Il en est quelques-unes qui pourront intéresser les 
géomètres, tant par leur nouveauté que par l'analyse qui les a 
fait découvrir. 

CASE 1. 

. • • 

(a). D'après les dénominations rapportées en] tète de la case, si 
on fait sin* a> = sin* et cos’p -f- sin* 6 sin*®, on aura généralement 


ÿjjÿ = Jtty (sin*a cos*<p + sin’fe sin‘p)\ 

Mettant le second memfire sous la forme sin“£ /ÿp(i— Acos*p)*, 
développant le binôme et intégrant chaque terme par les formule» 
connues, depuis ÿ = o jusqu'à f = ~ir, on aura pour résultat 


/ da CO» a ■n****a w . . n.n — 1 , , 1 . 3 . V. 

m = **-ï 4 -etc> 


Le second membre pourrait encore être mis sous la forme ^ X" r 
X* étant le coefficient de x* dans le développement du produit 

l t 

(i — xstn*n)”*(x — x sin* fi) - •. 

(3). La meme substitution donnerait - , 

' -l a. 


f da CO, a f dp . +, 

J MN (ïiv o»> + «»o*C nn'f ' 


mais cette formule peut être mise sons une forme plus simple et 
débarrassée de fractions. 11 suffit pour cela de faire directement’ 


»ia*« »in*C 


et on obtient 

/ ' f/« ros » 
MNsin*" 4 *'# * 


«tî n r - 

aio%t coa'f + êin^C wn 9 ? 9 

fd$ (siu'a cos’f -f- sin'f? sin*p)*, 




iin“ 


l’intégrale en p devant encore être prise depuis ç=ro jusqu'à 
$ = r. Ou a donc généralement, quel que soù n t celte for- 


a 
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• - J' 


mule remarquable , 

du eau» 


» »in *" 4 


/ <i» en» « no u+ "» 

| _ M 


M.N 


CASE II. 


S 

.¥•> 

%** 


( J). Les formules de cette case sont entièrement semblables à 
celles de la case I, ce qu’on peut voir d'ailleurs à priori en mettant 
M et N sous la forme M=v/(cos*« — cos*»), iS=v/(cos‘» — cos’S). 

CASE III. 

( 5 ). Cette case contient six formules générales fort remarquables , 
surtout dans les premiers cas , qui offrent des résultats trcs-flmplcs 
et très-élégans. Et d'abord la substitution. 


sin*« = - 


»in*« »in*C 


« coe'f -f- jin*C »in*e * 

donne immédiatement pour la formule A* " =J~ * ■ , celte 

transformée 


S ' n ’^ C0S * I P C s * n ’“ cos*p + sin‘£ sin'?)—*, 

où l’intégrale doit être prise de <p = o h Mettant le bi- 

nôme sous la forme sin**~ 4 G ( i — k sin‘®)" — * j développant la puis- 
sance et efl’ectuaut l’intégration de chaque terme entre les limites 
données, on a la valeur de A*" insérée dans la case III. 

De celle valeur se déduit l'intégrale B*", par le seul changement 
de sina en cos G et de sinf en cos a. 

(6). Par la substitution sin’ » = sin‘ct cos* Q -f-sin’ésin'^ ; l'in- 
tégrale /MN<f»cos»sin** _, iii , désignée par C“, prend la forme 

C” = (siu* G — sin* (sin* a cos* p -f- sia* G siu* <p)% 

de sorte qu’on a en général 

*. *•* * 

C“ = sin*" - '* sin*" _, £ . A 1 ". 


m 


(7). A l'égard des intégrales désignées par D“, R”, H*% il est 


a 

o 
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aisé de vérifier immédiatement, sans transformations, les équation» 

D.._D— *4_A", R” = K’—* + B”, C”; 

* 

ainsi tout se réduit à connaître la valeur de D*, qui est la meme 
que celle de R* et de II*; or on trouve aisément ». 

D* = - —-cos (C — a). 

(8). Si on proposait de trouver une intégrale telle que 

r MNrf. r M Nrf» 

J tin ts ^cot w 0 J cos ""'*' 1 » 9 

•% . » x • 

il üiudltit simplifier son dénominatenr par des opérations sucees- - 
sives , au moyen de la formule . ‘ = — I V- Soit, par 

exemple , l'intégrale P = : on * d'abord 


ensuite 


donc 


sin 3 -. cos s » »in » co?i 
1 


*inr<v cos et 




üinV c osai 


• r MW * __ r MK dm Ç r MÜd* : 

t J »in 3 « co* 5 » ’ J sin • cos 5 .» 'J sin o> cos 1 » ~J sin** co* 

ou en d’antres termes, P = K< -f- R* + D*i ' '•> 

CASES IV V m 


j \ c* i* r ■ . nn'min’C , fane * 

(q). Si Ion fait smVa = t -& — ; — r - -r-r- , c* = i 

sin 1 ^ cos'f + 8in « im'f 3 tan’*? 3 ' 

ou c = , y étant un angle auxiliaire tel que cos y = 

on aura en général 

/ffl ïÆ= 7 = co.J.inf/? C* + A* col*a)*. ^ 


V'-*» 


L’intégrale en ip devant être prise depuis <p — o jusqu'à <p = j 7 r, 

on voit que cette intégrale pourra toujours s'exprimer par les 
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fondions elliptiques complètes F'(e), E‘(c), au moyen de la for- 
mule de réduction que nous avons rapportée. 

La formule générale de la case V se déduit de celle de la case IV, 
en mettant ;7 r — 6 au lieu de «, et \ — a au lieu de Ç , ce qui 
ne change point la valeur du module c, ni par conséquent celles 
des fonctions complètes F’(c), F.'(c). 

Les formules de ces deux cases serviront à trouver en general 

la valeur des intégrales J' tang'Vi) , col**», et aussi celle de 

l’intégrale J ' » P u * S( l ue ces diverses intégrales peuvent 
être décomposées en une suite finie de termes compris dans les 


cases IV et V. 


CASE VI. 


( 10 ). La même substitution dont on a fait usage dans les deux 
cases précédentes donne la formule . , 

/ «/a» rin*"* dp 

mN ““ “ coTTïiïî? ‘(i — c’cosVsm’ 


intégrale qui doit toujours être prise entre les limites <p=o. 

Cette intégrale peut en général s’exprimer par les fonctions 
complètes F*(e)’, E’(e), IT'( — c*cos*£t, e) , au moyen de la formule 
de réduction rapportée dans la case VI , formule qui est déduite 
de celle de l’art <) , première Partie. On peut aussi substituer à la 
fonction de troisième espèce ri', sa valeur en fonctions de la pre- 
mière cl de la deuxième espèce, donnée par la formule du n* io5j 
cette valeur est (en supprimant le module c commun à ces fonc- 
tions ) 

n'(— c* cos* a) = F’ + [F'E(i*— a) _ E‘F(>- «)]. 


Si on observe ensuite que d'après l’équation i=Atang(j7r- 
on a (n* 5?) 

É(ï7t — *) = F' — F(C) 

E(;t — *) = E' — E^ + c'cosa sinC, 


t)tangff. 


la valeur de n* pourra s'exprimer aiusi ; 


NJ H 


* 
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n - (-Cco8‘«) = gl F‘ + *£5^ [ET (C) - F-E(C)Î ; 

de sorte que les intégrales de la case VI ne dépendront que des 
fonctions F', E‘, F(C) , E(C). 

(ti). Le cas de «=o mérite d’ètre développé; Alors on a 
immédiatement 

ain*a» C d* ê 


p 


MN 


— coa ‘C)' 

Soit cos« == jjj£, on aura la transformée 

dans laquelle il faut faire ? = C, ce qui donnera * . ; 

/ du »in « . r> / 1 + lin C \ . 

y(«in’C — Un'») * \i — *inC/ 

Ce résultat se déduit également de la formule générale 

f ij m z E ' F & ~ F ‘ E (*) * 

mais pour cela, au lieu de faire <x = o, nous ferons a.=zt, « dé- 
signant un arc infiniment petit. On aura alors c* — i— t*col‘C, 
bz= «coté , 




•inC 


=5sin£(i -+• J b % tang’ff). 




De là on voil que — E(6)]F' s'évanouit lorsqu’on fait b = o; 

on a en même temps E'=i et F(C}=~ 

Ainsi le second membre de l'équation précédente se réduit à 
i r/'i+JîîiV ce qui est le résultat déjà trouvé. 

(ta). Lorsque. a est égal à la quantité infiniment petite t , la 
fonctionné — c* cos* a) représente l’intégrale ^ 

n dp 

J f cos'p -+- tia 1 çj V (co*»e-t-«‘cot’£ sin’f) 
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prise depuis p — ci jusqu'à f = ;t. On voit donc que celle in- 
tégrale se réduit dans ce cas à X( formule qu’il se- 

rait assex difficile de vérifier par l’intégration directe. 

Ce résultat suppose que S n’est pas lui-ménic infiniment petit; 

car si S était infiniment petit de l’ordre *, on aurait c*=i îj, 

E(C) = F(ff) = €, et la formule générale donnerait 

/ * dm ain*v ^ 

V (sin*. — aio*«t) . j/(»io a C — >in“«) W- 

C’est ce qu’il est facile de vérifier par l’intégration directe. En effet, 
puisque * et f sont infiniment petits, la variable ai , toujours 
comprise entre ces deux quantités, est aussi infiniment petite; 
ainsi l’intégrale dont il s’agit est ht même que 

/ • »*<*• 

✓ (••-■O.V'Cf’— »*)" 

Soit ft l *=a*sin*ip-f-e*cos*<p, et e* = i celle intégrale de- 
vient /&/*>/(• — ou 6E(e, tp), dans laquelle faisant 
<p = iw, on a pour résultat ÇE'(e). 

CASE VU. 

(i3). Considérons la double intégrale 


-f/s 


dpdq sin p 


co t'p -h cos’s Mn'p cta’q ■+■ cot'C tia'p sia’q ’ 

dans laquelle les limites de p , ainsi que celles de q , doivent être 
o et j-ir. 

Si l’on intègre d'abord par rapport à q, on aura 

2 ^ r dp sin p 

a J y/ic.ot'p + cos’« air. p) . y/(co>‘p -f- co»*f fin»’ 

Soit £><t, et cos/> = cot£tangP; si l’on fait c* = i — îfîLCf 

t a n u» Q f 

on aura la transformée . " 


z — — ' r*ï 

»co><t«mC J 4 » 
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laquelle doit être intégrée entre les limites p — o, ; 

aura donc 


Z = --^F(e, ■£). 

acosaesinC ' ' ' 


on 


(,4). Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse, 
et soit pour cet clTct cosp — x, cos*a cos’ÿ -}-cos*£sin*ÿ=cos*:»; 
nous aurons d'abord à intégrer, depuis x—o jusqu'à ,r = 1 , la 
différentielle 

dr dx 

— a?’) cos*» cos*» *4" a:*aio*»* 

L’intégrale est en général ^ * arc tang(.r tanga») ; et en faisant 

x = i , elle se réduit à - — ; on a donc 

7 fin ■* eus » 


z= 

J 9111 m CO® a» 

Mais d’après l'équation cos* a — cos’ « cos* q + cos* G sin' y , on 
trouve successivement 

(cos* « — cos’ G)dq sin q cosq — du sin u cos u , 
sin if. ^/(cos’a. — cos’f) = v/(sin*« — sin’et), 
cos q . ^/(cos’a — cos’6) = i/(sin’6 — sin‘«), 

» cfofiin s» CO* et 

' ** (sin*» — siq'a) . y/(sio a C— -sin*»)’ 

Doue enfin on a 

^ Ç «rf* 

J 'Ç (aiir* — ®iu 2 «) . |/(sin*C — sin 1 *) 9 

les limites de l'intégrale étant co ~ a , azszÇ. 


(i 5 ). Comparant ces deux valeurs de Z, on a la formule re- 
marquable 


/; 


t*dv 


l/(sin*tf — sin**) . y (sm*w — sin*») *“ ~ acosasin 




c'est la première de la case VII. 


(16). 
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(iGj. Considérons maintenant la double intégrale 


= ff—r 

JJ OM'a 


dpdq «in pcot'p 


l'p 4- cos'a sin*p cot‘q co«*C sui‘p sin ‘q ’ 

qui aura également pour limites p—o, p — \ 7 r\ q — o, q—- jir. 
Si on iutègrc d’abord par rapport à q , on aura 


'=- f- 

9 J V 


dp sin p co s'p 


y(coi‘p 4 cos‘* sin ‘p) . \/(co S ! p 4- cos*» «in'p)' 

Soit toujours f>» et cos^=cot£ tang p , ou aura la transformée 

cot*f pdf iang*p 


T = — . 


- C- 

iCj 


a cos tt s\uG J A 9 

d’où résulte, apres avoir fait p = £ , 

T ®" cos r” sin C t? / f* \ I 

= aw L^r.- E ( c »g) J* 

Revenons maintenant à la double intégrale, et faisons comme 
ci-dessus, cos p — oc, cos* a cos* <7 + cos* 6 sin*y = cos*<» , nous 
aurons d’abord à intégrer depuis x = o jusqu a x = i, la dilié- 
rentielle 

co#*» -f-x a sin*«>* 

L’intégrale de celle-ci est 

üïi — arc tan s( x lan s «0* 

Faisant x=i, celle quantité se réduit à '■ — ~r~~ } on a donc 


'=/- 


- » cot « 


SID*«> 


dq. 


Substituant la valeur de dq en fonction de a> , il vient 

>j. P (1 — «cot ») dm cot» 

(/(sin*» — sin**) . (/ (sin'C — «in*»)' 

(17). Si on compare maintenant les deux valeurs de T, ou 
aura cette secoude formule 

/ ’ (1 — »cot«)rf» cot » tr ros a |“»inC „ . 

J/(»in*« — »in*a) . ^/(sin ‘C — »inV) asin** sini LcôTa ** \ c t ~) _)• 
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On a d'ailleurs dans la case II , 

^dt cot * w 


donc 


r- 


r 


4rti* COt 1 * 

WH : 


M.N aamaswC' 
•ioC 


— 0 -+- — E (c, g), 

CVm < / aauntwnC » ’ " 


Ajoutant à cette intégrale la valeur déjà trouvée de J' ^ , on en 
déduit 


A 


MIN *in*<*" 


► \SiIlrt / 


asm « sin£ \ 


*• cot* 


asm et sin C 




c'est la seconde formule de la case VIL 

(*8). S» on prend la «MSérenticllc de la quantité , on 

aura 


< 


MN» cos 
Mn**" 4 ' 1 * 



MN</» oo$ * , (a n -f- * ) *în*^§in*C »d* 
sin*"’** 1 * ' sin 5 *’ 4 '** * MN 

an ( sin** -f- sw*C + sin** 3in*C) *d* 
sin*"* * MN 

, (an— i) (i -f-sin** -f-siu^T) 

H 7 ^=^ * W 


(aj» ■— q ) vd# 

MNùn*"^# * 


Intégrant de part et d’autre, et observant que le premier membre 
est zéro aux deux limites de l'intégrale , désignant de plus par 

Z‘* l’intégrale f ^ , on aura 

(an 1 ) sin'a sin’ffZ*" 4 '* = a»(siu’a sin* g -f* sin*a sin*£)Z*" 

— (aflT-i)(i + siu'a, + &ni‘£)Z‘' _ * 

4- (an — a)Z M “ 4 — A**, 

A** étant l’intégrale f ~ ^ ont valeur est donnée dans 

la case Ul. 

Cette formule servira à trouver Z 4 par le moyen de Z* et Z% 
qui sont les deux premières formules de la case ; on aura ensuite 
Z 5 par le moyen de. Z 4 , Z* et Z* j et ainsi des autres. 
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CASE VIII. 

(19). Si dans la seconde formule de la case VII, on met 
— & y 7 * — *> à la place de u, a, C, respectivement, ce 
qui ne change rien an modale c, on aura, en prenant toujours 
1 intégrale depuis a = a jusqu'à m — €, 

( î «• — •) dm irfcfnC — posa) «r -p t t .. 

MN co«‘* “ 2 cos*C cos a. ' acos«»inC”' C, r *“®l 

+îï^r. E <*. **-*>• 

Mais par les formules de la case V, on a 

* */mNc os‘. =: E ' W- 

De plus, le6 angles i * — «, C, satisfaisant à l'équation 

« = i lang(ix— «)tangff, on a, suivant l'art. 5 ;, première Partie, 

F-(c) — F(c, i* — a) = F(c, G) 9 

E'(c) — E(c, '-k — «t) = E(c, 6) — c* coseesinjf. 

De là on tirera „ 

C _ »(«■< — co»«) . * 

J MN cos’ar 2 cos** cos C 1 a cos a sia G r ' 9 b 1 
■ «-sinC jj, . 

2 cos * cos‘tf ' * ! ■) , J ; : li .. - J 


c'est la seconde formule de la case VIII. 


dît «f»'i 


(ao). On peut trouver cette formule d’une manière plus directe. 

Pour cet effet, si l’on différentie la quantité on aura 

1 an «eut** 

2 

< «MN \ MN</« . . ud» 

sin» cos»/ sia» cos « COS « COS 6 . 

4- sm*« sin'ff . + (cos'x + co?G — 1 ) 


Intégrant de part et d’autre et observant que le premier membre 
est nul aux deux limites de l'intégrale , on aura 
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C° s ’ a C05 '^/ m> co»‘« -/===+■“•“ J MN «in’« 

4- (cos’a -f- cos’G — O/'j'iY- 

Substituant les valeurs des intégrales données dans la case VII , 

et relie de C donnée dans la case III, on retombe sur 

Cl tenu .J ,m*coi» 

le même résultat que nous avons déjà trouvé. 

(ai). Pour obtenir les autres résultats de la case VIII, il faut 
diffcrenlier la quantité coa »»4-^ > ce donnera 


,/*MN ain*\ 


cos* 1 

MN d0 ain * 


coa 1 


a* 4*L 


• (an + i) cos’a cos’C. 


MN cos 5 *^» 


4- a n (cos’a 4- cos’g 4* cos’acos’f ) 

— (an — i) ( i 4- cos’a 4- cos’C) Mf< 

+ ( an— 

Intégrant de part et d'autre dans les limites données, et désignant 
par U“ l’intégrale f on aura ,a formule générale de ré- 

duction rapportée dans la case VIII. Cette formule donne, en fai- 
sant n=i, la valeur de U< ou fÿj^r m i ensuite on obtiendra 
de meme U', U*, etc. 

(aa). Si l'on fait a=o, on a c=i, E(£)=*:sin6, F(6) = 

• j ces substitutions faites dans les deux premières for- 

• * \| — sinC/ ’ 

mules de la case, donnent les deux corollaires qui terminent cette 
case; au surplus , le second de ces corollaires se démontre direc- 
tement, au moyen de l’intégration par parties. 

CASE IX. 

(a3). Considérons maintenant la double intégrale suivante , prise 
entre les mêmes limites que ci-dessus. 

ilpdq sin p co»*<7 


'-//ai 


l p -f- 7uï*p (co& 3 «t coFq -f- cos'C uio* 9 ) 
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En intégrant d’abord par rapport ap, puis par rapport à <7 , ou 
trouve 

v = 

mo*C— un y \sin*«— wn**/ ’ 

cette intégrale étant prise à l’ordinaire depuis u=a jusqu’à a=G. 

(a4). Si on fait les intégrations dans l’ordre inverse, et que 
pour intégrer par rapport à q, on applique la formule 

/ * dq en s'q J ir / B\ 

A* cnt‘q B* 1111*17 A* — U*\ A/’ 

qu’ensuite on fasse coap = x , on aura 

y j* rr dx dr / coa*C -4- x* tin’g \~| 

sin*C — tïn'nj l_i — xx 1 — xx ' ' \ cmV+i 1 «in’«/ 

Cette intégrale doit être prise depuis x=o jusqu’à «=ij mais 
il faut des précautions particulières pour éviter les infinis que 
l'on rencontrerait en intégrant séparément les deux parties de la 
quantité sous le signe. Voici l’analyse qu’il convient de suivre pour 
cet objet , analyse qui est d’ailleurs indiquée par la théorie des 
fonctions elliptiques. 

Supposant toujours 6>«, soit x=cot£ langp, c*== i — > 

sin v . 

ou c= r— 5-, on aura 
>mC ’ 

djr // coà'C -f- x’ tin’C \ co »*C d? 

î — m y \ cos*tt ■+• x“ tin*« / cosasiuC*/ »in’f\ " 

. .( % ■ rfi 1 

L’intégrale de cette quantité est g . 17 ( — )• Mais cette 

fonction ayant son paramètre négatif et plus grand que l’unité , 
il importe de la changer en une autre dont le paramètre soit plus 
petit que c*; c’est ce qui se fera par la formule du n* 49> la- 
quelle donne, en faisant r= cotCcosy. f 

n ( = F — 17 ( — sin*y) -f- — log 

Multipliant par co ^ > et observant qu’on a cos £== cos a cos y. 
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>4 

il -vient 


/HW( 


cos*C -f- x* fin'C 
co6*a -f- x* sin** 


) 


ç 2î £^ 12 [ F _ n( _8 i n >) ] 

+ii«g(r=ï) 


Donc en appelant V' l’intégrale indéfinie , 

fy dx dx /( cos*C 4- ï* nn'f 

J |_ i — xx ~ i — xx V \ co#*«-f- X* ùuV / J ’ 


on aura 


V'=i Iog(^|)— jlog(f^)+ coté cos > [— F 4- n (— sin»] , 


les fonctions F et n ayant d’ailleurs le module commun c et 
l’amplitude commune <p. 


(a5). I^a partie de ceUe intégrale affectée de logarithmes, peut 
se mettre sous la forme 


d’ailleurs en substituant la valeur de r et celle de x en <p , on 
trouve 

i — x* a* 

i - — r* """ î — vufy am a ç* 


Donc on aura indéfiniment, quel que soit <p ; 

v-=io 8 (^)+;i*i(— 

+cot6cosj.[ — F-f-n ( — sin*y-)]. 

Mais lorsqu’on fait x=i, on a ?=£, r=i, A = cos y , et la 
valeur de V' devient 

V'=ï.ft , -f-si n, 6— -sin**)4-cot£cos}-[— F(c, £}+ n ( — s!n >> c, f)] ; 

cette valeur étant trouvée, il en résulte une seconde expression 
de V, laquelle est 

V = ‘ ’ y' 

ain*C— sin*<t 

Comparant les deux valeurs de V, on a enfin ce résultat remarquable 
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SUPPLÉMENT. 




+dn£: [- n*. «) + n (-*»•> ...O], 


ou 


à l’on a c = , et cos y = . 

(26). 11 ne sera pas inutile de faire voir comment on peut parvenir 
à ce résultat par une roule fort differente. Pour cet effet, appe- 
lons r L L’intégrale inconnue, 

J r Viin’C — «in a «/ 

Paise depuis co — * jusqu’à «æf, on aura (parce que laquan- 
tité sous le signe est nulle à la première limite de l’intégrale). 


dZ . r mil* 

E = -“ tf co s«/ w 


ffF(e, G). 


Réciproquement , Z pourra se déduire de l’intégrale suivante 
prise par rapport à ce, 

Z = si “ aF ( c > C >- 

Il s’agit donc de trouver l’intégrale /—dessina F (c, £) que, 
pour abréger, je désignerai par Z’; mais comme F(c, €) lui- 

même peut se mettre sous la forme f , pourvu qu’a- 

près l’intégration on fasse 1 p = £; on pourra, dans cette suppo- 
sition, écrire ainsi la valeur de Z', 


ry i f Ç — dçdt «in « Çf —dçtlcL «in a costt 

J J c* sin‘{) JJ y/(co*V cot»Vt -J- cot*C «in’f iin*«)‘ 

Prenant d’abord l'intégrale par rapport à ce, on aura 

’ ftTV/(co«>cos‘« + cot»? «in> »in*«) r cos a . C1A9 

CO»‘* — CoK 3U1*Ç ■ J " 


r- 


sin’C 


et parce que = celte intégrale devient 

cos a sin’^F -p cos«cos*>n^— — G). 


Digitized by Google 


,G EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAI,.’ 

Mais j’observe qu’à l’intégrale prise par rapport à « , il faut 
ajouter une constante 4>' qui pourra être fonction de p et de € ; 
ainsi en supposant /<&'</?=< î>, <I> étant une fonction de p et S , 
laquelle deviendra fonction de £ seule lorsqu’on fera p=£, il vient 

Z' = cos a. sin*jF -f- cos “ cos’j.n ( ^ J -f- 


Substituant la valeur de fl ( — *k) donnée dans l’art. a4, on aura 

7/ = cosaF fl ( — sin’j') -f- -f. fl> 

cos* ' ' ' a \i — r/ ’ 

et par conséquent 

C n(-sin» + + rï-.*. 


7j= Z5^±Y — 


r COS*C 


asin C a cos* si nC ' /J* 4 \i — r/~asinC 

Mais on a ^■■^(■7^7) = 7-^(1 4 * r ) — ^-C(i — r*);d’un antre 

côté, la valeur de r donne 

1 — sin'y sin'p sin*ff — «in*e 

1 A* sin*C cos'f * 

fil par conséquent 

4 ' ' 4 \ A* /^4\ sin'CcosV /' 

Réunissant la partie — J 0 ( ** n .‘ C .r~ *'”* ') avec la fonction — L. <x> 

comme ne faisant ensemble qu’une seule fonction de <p et £, la- 
quelle, après avoir fait $=£, devient une fonction de £ seule et 
peut se désigner par 4(0 , on aura enfin 


7 , ”• C08 * p 

a 9111 i 


r COJ*C 


fl (— sin’j') — ^ X"(i + sin*£ — sin'o) 


fl cos Afin 

+ 4(0 + i^. 

Pour déterminer la fonction arbitraire 4 > il faut partir d'un cas 
particulier : or lorsqu'on fait £ = o, l’intégrale Z prise depuis 
oi = a. jusqu’à o>=£, doit être nulle. Ainsi on voit que la quan- 
tité 4(£) -j-~S3 se réduit à zéro et qu’ou a simplement 

r 
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SUPPLÉMENT: • , 7 

/ M , rrco»*". .. t cos*f 

- "âTînT F ( c > “ â c lua lm ë n (—““*> > c » e ) 

— ^ -C(i + sin’ê*— sin’a). 

Celte formule s'accorde avec celle qu’on a trouvée dans l’art. a3, 
car elles satisfont toutes deux à l'équation 

fw adu +/m = ( siu ' g - 

(57). Connaissant l'intégrale J'—adùi qui revient à 

slD '^J~Wï ~ f on en déduira la valeur de cette dernière, 

cômme elle est insérée dans la table. 

Si on désigne ensuite par V‘* l’intcgrale f — e t qu’ayant 

diflërenlié la quantité siMN cos 0 sin*" -3 û> , on revienne de la diffé- 
renlielle à son intégrale, on trouvera la formule de réduction 
== ( a n OC 1 “t - sin’* -f- sin’£)V -4- etc. donnée dans la 
case IX. Faisant dans cette formule n = 1 , on en tire V 4 ou 

= i (. + sm*« + sm-g )J - mr 

— i sin‘a sin ‘Sf — ~ ' ( s i„ g _ s i„ a)* , 

d'où résulte la formule insérée dans la case IX. On connaîtra en- 
suite les valeurs de V*, V‘, etc. par la formule de .réduction. 

(28). Le cas de ac=o fournit plusieurs corollaires remarquables. 
Alors on a c — 1 , y , A = cos <p , 

F <‘. e >=Kr^). 

'■ »>- F < c ’ « =/[r ■= & ! *, ■• zr,~êQ 

sin*C r\T ^ dç cos f> *"1 

”*”* co &CJ Lcosç 1 — sm’C iin 9 ^ J 

éin*£ sinC * *4* ^ *in C \ 

~~aco5*C \i— aiuç/ acos“C \ i — ainC sinç/ 
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\S EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL . 1 

Faisant p = £ , cette formule dounc 


.<m.' /. 

.‘.rirC-V* 

. * : ■ J ,C4 - '.4 r 9 


n - F =^<^S) 


1 -+• sinf> 


/ I -4-jin’£\ 
\ i — ain“?A 


acos’C 


on aura 

r±V( siu*ff-sin*«) = l4^4l±J^')--^- L r = ° 

J sin • v x 4 \ i — «uiC/ ^ coït l* = C. 

Cette intégrale se réduit à J £ 2 , lorsqu'on fait£=rtf. En effet, on 


sait d'ailleurs que l'intcgrale f » prise depuis a» = o jusqu'à 

w = o jusqu’à &> = -’-•*• , est égale à jirfa. On peut aussi la déduire 
des formules de l'art 43, a* partie; car en intégrant par parties, on a 

= û>/sin « — /(/ai/sin a* soit sina>=jr, on aura 

fdul siu a» = f } ; donc l'intégrale J , prise depuis 


/ 


r dxi ~ 

V P risc 


û) = o jusqu'à tê — '-TT, est égale à I'iulégraleJ — , 

depuis .r = o jusqu'à x— i; or celle-ci , d'après l’art, cité, se réduit 

à jcrloga. 

/ N 

ÿ^udot, qui de- 
vient /I — »^»-Ooa_» ceUc va ] eur (levient indéterminée. 11 faut 

J V(»ni*« — sm'a) 3 

donc supposer £ = j ir — « , « étant infiniment petit ; mais le 
moyeu le plus simple de déterminer , dans ce cas , la valeur de 

" — r« est de remonter à la valeur de V' de l'art, ai, 
p (tin» — sm‘«)’ ' ’ 

laquelle, dans le cas de £ = jT, devient 

^ = /. —xx (‘ v /, ( co * ,<e + ** « n ‘“) )' 

Soit x = cota tang$ , on aura 

V = = £( lil \ _ yw j «; 

J sin a -f sm ? \ I + Ung ; * tang ° ‘ 


Cette iutégrale doit être prise depuis p = o jusqu'à <p = * ; ainsi 
en faisant <p = a, on aura V' = X(a cos* j a) , d’où résulte enfin la 


SM 


>■*« t 


^ * 


-v* 




■B 


Üigflefedtby 







, - 




SUPPLIAIENT 



v % 


formule 


/ ’ *d* CO» » ir n/ 

;r, ■ , i-pr = ' ■£ C 1 *f- COS a) 

[/(sin 'm — âm'flt) a ' ' 


/• = “ 

De là on peut réciproquement conclure que dans le cas où 
C = ’ "K — 6, e étant infiniment petit, (qui donne c*= i — é'tangVe, 

fl 

sin'y = i — fonction fl ( — siu‘y, c, S), doit se réduire à 


CO» 
cos* 


^ Iog ( , + COS ^ 10g (I + COS’a) ; 


et par conséquent l'intégrale 

/- at 





(cos*? H — sin’?) ^(ens*? 4 - »*tanE*tf.3in’«) 

- r C Sf * ■ - ta* 

prise entre les limites (p = o , <p-='~-x — t, se réduit à 

cos»log(f + cos a) — icosa log(i -f-cos*x). 

Nous remarquerons que, d'après la formule du n’ la, la même 
intégrale, prise depuis <p = o jusqu’à p = ~7r, a pour -valeur... 

. r f i +cos«\ 

icosa-if ), ou 

cos * log ( i 4-cosa) — ; cos x log ( i — eos’a) . 

U n’est pas étonnant que cette seconde valeur soit plus grande que 
l’autre, puisque l’intégrale est prise dans une plus grande étendue; 
mais ces deux résultats seraient très-difficiles à vérifier par l’inté- 
gration directe, et ils méritent par leur singularité et leur diffi- 
culté, de fixer l'attention des géomètres. 

(3o). On peut néanmoins trouver assez facilement la différence 
qu’il y a entre les deux formules, à raison de la plus grande exten- 
sion de l’une d'elles. En effet , pour avoir cette différence , soit 
— — 8, on aura à intégrer depuis 6 = o jusqu'à 6 = c, la 

différentielle 

••JS 






* 







K*- ••. •# 


; ^ ^ 

♦“IV -. t4 4*1 


; iFZ&âmî 


EXERCICES DF. CALCUL INTÉGRAL. 


Soil 9 = « tanga tang4 , la transformée sera !,"t 7 > cl son 


intégrale 1 cos a J'Ç ~ Faisant à la limite 9 = « , ou 

4> = i « — a , cette intégrale deviendra 

■ /)/ I + Cl 

| cos*.T( r 1 , 

* \ I — C<M*« / ’ 


résultat qui s'accorde parfaitement avec la différence que nous avons 
trouvée entre les deux intégrales, l'une prise depuis Ç= o jusqu'à 
Ç = J- T r , l'autre prise seulement depuis <f = o jusqu a — «- 

Au reste, on peut remarquer que la formule trouvée art. io3, se 
rapporte à ce genre d'intégrales. 


CASE X. 

(Si). Considérons la double intégrale 

y CT ’tpdfl »i n p {A 4- H m'p ) 


_ f'!' ripdq »in p(A-\- R cos'p) 

JJ . ï • , ( cot-q " un *(7 \ : 

cos ’p + stn*p ( J- -( - ) 

r r \ coi*C cos'a / 


dont les limites sont o et ^ tr pour chaque variable. 

Si ou intègre d’abord par rapport à y , et qu’ensuitc On fasse 
cos // = x, il restera à détermiuer, entre les limites x=o, x= i , 


l'intégrale 


7. = : cos a cos e f — , 

a J v{> — * , sin*t).|/(i — •r’sm**) 

c • fine , . tins 

>oit b < a et x = ; soit en meme temps c= y , on aura 

Ain w 1 sinC 


z = 


«■co-ecofC rdp 




clou résulte, après avoir fait ^ = C, l'intégrale cherchée 


ry C05 et COA C , 1 , , /O V | ff C08 et CO.* ^ n 'P / T*/ /*\1 

Z = -T^,T- AF ( C »0 + — I ^ B [F(c,o-E(c,f)] 


(3a). Faisons maintenant les intégrations dans l’ordre inverse, et 
pour cet effet , soil cos p = x et 






» » - 


r 


cos»? tin*!/ _ 

C03*C CO|*«t 






$£ & * 






tBKF-müî-' - 


•f--. 


SUPPLÉMENT. a, 

nous aurons d'abord à intégrer la différentielle 

eo» , «.(A-t-Bx«)itx- 

1 — * - ** 

Son intégrale, prise à compter de x=o, est 

) _ Bj; cof« ; 

asm* \» — xsxnm / 

si ensuite on fait x= i, et qu'on appelle V le résultat, on aura 
V = — B cot% + (A sin*« + B)<^ X ( - + fin ‘ \ 

' 'asm» \i — si n«/ 

Cela posé, la valeur de Z étant f\dq , il faudra dans cette formule 
substituer la valeur de dq en fonction de (p : or de l'équation sup- 
posée on lire successivement 


HMM 

co$\ 
cos *C 


(sin‘£ — sin’ot) sin’ÿ = (cos*<a — cos'ff) , 


(sin'6 — sin’a) cos ’ij = ■ (cos'a — eos’œ) , 
(sin‘£ — sin’a) Je/sinq cos 17 = cos’a cos *£ . 


d>, 


en» g cosC.rf» tang» 


dm ‘ 1 rl j 

cos 1 » 


’ y(sia‘m — mu'. ) . y'(ân'£ — ain*»)' 

Donc enfin, si on fait pour abréger, M=v/(sin*a> — sin’a), 
N = y/(sin*£ — sin’a»), fl = on aura 

Z = A cos ot cos e/ Afp- + B cos « cosSfQSL - ,) -ÉggJL , 

ces intégrales étant prises depuis et — a., jusqu'à »=;£. 

( 33 ). Comparant entre elles les deux valeurs de Z , on en tire 
ces deux formules 

/(&- ■) w» .-=WBtrc.<)-E(«,<» ", s 

Ajoutant à la seconde formule la valeur de j— donnée dans 





aa EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL, 

la case I, on en déduit 

% ùd* co« * 


/ OdvCOSm 

MN fin** 


a sin*« sia 


7 [F(c f C)-E(c, €)]. 


Nous avons ainsi les deux premières formules de la case X. 
Pour avoir en général la valeur de 1’iutégrale J' , que 

nous désignerons par P“, il faut différenlier la quantité , 

puis revenir de la différentielle à l'intcgrale , ce qui donnera la 
formule de réduction 

(an -f- 1 ) sin’a sin*£ P” 4 " = a/t (sin*a -f-sin*£)P” — etc. 

rapportée dans la case X ; et au moyen de cette formule, on trou- 
vera successivement les" valeurs de P 4 , P*, etc. 

(54). Quant aux corollaires qui terminent la case , ils se dé- 
duisent sans dilliculté des formules générales , les uns en faisant 
€ — -yr , les autres en faisant a = o. Il suffira seulement de faire 
voir ce que devient, dans le cas de a = o, l’équation 

Alors le second membre prend une forme indéterminée, et pour 
eti avoir la valeur, il faut supposer a infiniment petit, ce qui rendra 
de même c infiniment petit. Or on a en général 


F(c, ç) — E(c, <p)=f 


c* «in’p 


dtp. 


et puisque A = \/(i — c'sin'$), si on rejette les infiniment petits 
de l'ordre c 4 ou a 4 , le second membre se réduit à c*fdp siu’? 

= — sinipcosp); donc en faisant <p = £, ou aura 

/ (n — sin») d»com -x 

—Si sàz-—. = & ~ 8,0 i cos e >■ 

CASE XI. 

(35). Pour avoir la valeur de l'intégrale J' - --- " ** , que 


tes 




-ta 



SUPPLÉMENT. $3 

nous désignerons en général par Q“ , il sullil de changer le signe de n 
dans la formule de réduction de la case précédente , parce qu’alors 
P“ se change eu Q”, et l'on aura 

(2/^+I)Q”" , '* = 2n(sin^H-sin*C;Q , " — (an — i)sin*a 
H" désignant l'intégrale " 


, dont la valeur a été don- 


née dans la case III. De là on tirera la valeur de l’iutégrale- Q*, 
en faisant « = o , puis celle de Q 4 en faisant n = 1 , et ainsi 
de suite. 

Les corollaires offrent plusieurs formules remarquables, mais ils 
se déduisent sans difficulté des formules générales. 



CASE XII. 


(5G). Pour parvenir aux formules contenues dans cette case , 
considérons la double intégrale * 

y rr dpdq f i n p ens'-q 

JJ . I • . 

w ** roiv» _L- mr.'i 


. f cosV \ * 

co s'p + sin’p ( 4 4 4. ) 

' \cosK 


dans laquelle les deux variables ont tonjours pour limites o cl j K, 


Si on intègre d’abord par rapport à p , et qu’on fasse 


~ + 0n aura 

CO§ CL COtK 




. - cosotcoiX Ç Cul* — <in*K\ 

éin“C — im'dj ccu» ’ \siu’f — »in '») * 


l'intégrale devant être prise depuis coz=<t jusqu'à ot — G. 


K* 


FTK-fc 


(37). Faisons maiutenant les intégrations dans un ordre int^brse : 
l'intégrale étant prise par rapport à 17, si ou fait cos p — x , ou aura 

dx- f - eo»f ,/ 1 — x*»in*«N 




r 


K s- 


, r jrcos^cn*** f * dr p co* C ,f i — :r* \~| 

9 (ùn'C — sin*«) J 1 — xx L ' co« ot ^ \ 1 — x* »in*C /_}' 

Soit, pour abréger, 

v r dx . ,, eo»C r dx ,( 1 — x*«in**\ 

X =J r=î* ct v= cWi^v / (^ s ). 



■ 

ji . . . 1 1 .. . 
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EXERCICES^DE CALCUL INTÉGRAL. 


r » » •. » . t co&'it •“ /v v\ c' f •. iin ç . 

afin qu on ait (X-Y). S« on fait * = — el 


cs= '^-î-, on aura (l'abord 
sm C ’ 


Y cpîC r arf» 

cos«sinCy sin'p * 


V' 


OU 


v cos C 

' = côsî~anij BV M, “ + 


*in*f 
eos’a \ 

MH 1 */ 1 


' sin'C 

cc qui donne l'intégrale indéfinie . ■ - * . . 

Y = — -- ' -y T sin’a.F •+■ cos*«n( W)"V 

cos a Ml C L V smw_J 

Mais en faisant /•= cot C cosa.^j^, on a, comme au n* 24, 
donc ; - 4 

Y = F n(— 8ip% + lÆihiS 

cosat.-inC «mC ' / 1 • \| — r/ * 

et de là 

Mais la partie ~ï^(t~ 7) se réduit, comme ci- 

dessus, d’abord à l(^ ) — r^( TZ^') » ensuite, par la subs- 

titution des valeurs de x et de /• en fonctions de <p , elle devient 

» 

nt } +JÇ\ , I nf 1 — ■•in*«sin , 0 ^ . 

a'cos’î ’ 

jusques-là îl ne s'agit que de l'intégrale indéfinie. 

Maintenant à la limite de l’intégrale on ai=i, ® = £ , r= 1, 
A = cos a, ^ 1 “I" t»ng*« -f- tang ’6 ; donc enfin on 

aura pour seconde valeur de V, 


% 


^ ir coéV cos»£ \ 
a(sîn*C — sin*«c) 1 


SUPPLÉMENT. 

CcOJfll _ , . pns jf 

— - nC - ru— sm\*, e, g) Î2ii_ F ( c 

»w C ' j j / cos 4 >Jn j \ 


25 


,e) f 


-î jC(i -f- tang'a -f- tang‘£) 

(38). Comparant ces deux valeurs de V , on aura la formule 
,% * 

M 7T CO**< •- 

ëôi» ' S" = ‘ 3 »in£' n ( sm ‘“' e, £) J-^Ffc, O 


+■ 7^7?- ^ ( 1 + ,ao S** 4- ‘ang’ff )• 


4c osC 
* nd» COfl é> 


Ajoutant l’cquation^T = 7^7 F ( e , f) , on trouve 

/ * Cidx •w „ , . ' 

MNcôsT == âïînf n ( s * n ’“> c, £) 


'f • 

ë -^X 1 4- tang'a -f. tang’£ ) { 


4 cas x cos C * 1 

* é 

c’est la seconde formule de la case XII. * 

v \ - * 

( 59 ). Pour avoir les autres formules, désignons en général 

par T 1 intégraley^-^ coa ,„+,* ; si on difliirenlie la quantité...' 
nMJVsin*» . _ . 

cos 3n * 9 et < P ie » e üifferentielle on revienne à l’intégrale , on 

trouvera la formule : 

■ * - 

an cos'a cos’f T” +l = (an — 1 ) (cos'a -f- cos'£ -f- cos'a cos’f ) T“~‘ 
— (an— a)(i-f- cos’a -f. cos ’6 ) T *^ 1 
+ (3« — 3).T"- i + B*% 

B” étant l’inté— f MNrf -* in - 


co ,»+,. > dondtëe dans la case III. 

Si on fait n = 1 dans cette formulé, on aura 

2 cos’a cos’£T 3 == (cos'a -f- cos’£ -f- cos'a cos'6) f - Cldm 

V cos « 

/ nd» cd» 1 * 7T (co« g — co s çy 

MN 4 cos x cos C 

L intégrale J' — — est donnée par les deux premières formules 

4 
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de la case XI; ainsi en substituant sa valeur, on aura 


A 


llil* 


3T (sin*îi co s*C -f* «in*C cosSt) coi*a co8*C ■+• coâ**co**C P Q d*> 


_ | vw * " x w,, ° » i C Ç fl dv 

MNcoÆ"”" 8cos'<tcos'C ' a cas*. co«’C J MIS' cot • 

— 7 4-rF(t, g) — - v‘ ? E(c,g); 

4>mfco> « v > / 4co»*a co**C '• 1 


c'est la troisième formule de la case XII. 

On déterminera ensuite aisément par la formule de réduction, 
les intégrales T 4 , T’, etc. 

. • 

CASE XMI. 

k . » s 

(4o). D’après les dénominations rapportées en tête de la case j 
si I on fait cos‘« = — — — -, on aura en general 


/ 


dm sin m cotf**’» 


-A^/«#4(i — sin‘gcos‘4)*, { 


PO CO»‘* +, « J ’T'- » 14 : 

d’où l’on voit que cette intégrale ne dépend que de l’angle 9 . 

De même, si l’on fait cos’a = • • ’ on aura g en ® ra le- 

ment * ' . A 


/pQ 


du sin 


■fdp( i — sin*gsin*p)*, {*_ ° 


de sorte que cette intégrale ne dépend que de l'angle A. 

On peut d'ailleurs observer que g est l'hypoténuse d’un triangle 
sphérique rectangle dont * et y sont les- deux côtés , et que dans 
ce triangle A est l’angle opposé au côté y, et -jir — S, l'angle 
opposé au côté a. 

» . • 

(4i). De la dernière for&ute on déduit les denx suivantes, qui 
s'expriment par des fonctions elliptiques dont le module est.... 
c = sin g ; 


J PQco»“« coV*y ^ 

/ dms\nmccit“m r d» 

pÿ = COS “>y ï=S r, 

Si dans ces formules on fait s = o , ce qui donne € z=y, Asc 


( 9 — o 
I 9— y. 
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SUPPLÉMENT. 

Q = sin as , P = y/ (sin’ê — sin‘a>) , oa aura les deux suivantes : 


f. — — M 'rü® . 

J cos-#|/(sin»C — sinV) cof‘%*^ **r» 

»/ l/fsm’C — tin*.) y û'"*'* 


f » = o 


Ces intégrales seront donc toujours faciles à exprimer, au moyen 
des deux fonctions complètes F'(c), E'(e) , où l'on a toujours 
c = sin S. 

Si Ton observe* d’ailleurs qu’on a généralement, lorsque 

<p = i*r, (*) 

'</< P , 

m 

et que dans ce cas, b = cos€, on en conqhma 

r- v 

f dr co»*’# e 
-J V(»in’f— sin’.) 

c’est en effet ce qui résulte immédiatement de la substitution 
sium = sin£ sin <p. 

De là on voit qu’on a généralement 

/ ' r/.cos’". r dm 

V (sin’C — sin*.) “ C0S J cos“*V , '(*in’£— sin’.)' 

6 *► 

Ces deux intégrales étant prises entre les limites «= o, »=a£. 

CASE XIV. 

• S * 

(4a). H suffit de la substitution cos*» = — , pour ob- 

vt ' i— sin’ysin’ç' r 

tenir les deux formules générales comprises dans cette case. 


(*) On peut démontrer immédiatement cette formule en faisant 

tang » = j cot 4 , car alors à pour traniformée — /tf4A** -, (4-) ; or 

cette dernière intégrale devant être prise depuis 4 = 1»» jusqu’à 4 — °> est la 
même que prise depuis ÿ = o jusqu'à p;=|«r. 


I • 

a8 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 

Les intégrales en <p s'étendent jusqu'à = jvr ; ainsi elles s’ex- 
primeront toutes par les trois fonctions complètes F'(c), E'(c), 
ri’( — c* sin*6, r). Cette dernière peut d’ailleurs s’exprimer en fonc- 
tions de la première et de la deuxieme espèce, au moyen de la 
formule du n° io5, qui donne 


n e* sin’6 , c) = F' (c) + [F* (c)E(c, €)— E' (e)F(e, £)]. 

Si l’on a y=:±7r, ce qui donne 

« ’ J 

£ = <*, P=cos®, Q = v/(i — cosVecos'a»), 

les formules précédentes ne peuvent avoir lieu , parce que la valeur 
de ços'at ne peut plus être représentée par la formule supposée. 
Alors on a l'intégrale 

r j,*« r cos 1 ; -'» t m = o 

' J y ( i — cos** cos‘« ) ’ ' t » r= J » 

dans laquelle faisant sin uz= tanga tang<p, on obtient la transformée 


l r dp f sin*«V 
J COI ? \ COi >/ 




-î>-« 


Cette intégrale ne dépend en général que de la transcendante 

/ — — qui, dans les limitas données se réduit à -i ,é/iAE£L5\ 

COS ? 1 ' * V, — co» a.) ’ 

à logcot-ja. 


ou 


CASE XV. 


(43). Il s’agit de faire voir que les quatre intégrales désignées 
par T, V, T', V', peuvent être transformées en quatre autres d : uue 
forme plus simple, et qui ne contiennent qu’un radical. 

Pour cet effet , substituons d'abord, au lieu de », la suite.... 
tang en — j tang 1 » -)- j tang 1 » — etc. , on aura la première de ces 
intégrales 

T == 7F$ ( * ,an S * — s tan g J « + elc.). 


Soit ensuite tang» = 


tang y cos£ et 


«nj, 

sini C * 


on aura la trans- 
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formée 


SUPPLÉMENT. 


a o 


T — lù? f~ 7^ Cï — i lan 8‘> cos *C + ? ,a "g‘; cos^ — elc.). 

Supposons qu’on ail détermine géuéralemeut , pour une valeur 
quelconque de m , l'intégrale 

Z — y — T cos*£ + y cos<£ — elc.) ; 

si dans cette intégrale on fait m=lang^, et que Z se change 

• 7Â 

en Z'; on aura alors T = — — — — ; ainsi tout se réduit à trouver 

1 sinCUn^*7 

la valeur de Z. Or en différentiant par rapport à m , on a 
— — j~ (m* — m* cos‘£ -t-m e cos*^ — eiÇt)s=J' — 


m dÇcasÇ 


dm — J a v ' s ^ s (1 + J5î- t ê^)û* 

Soit c sin £ = sin 4 » ce qui donne A = cos 4 , on aura 

dl 


dZ m* r 

dm ~~ c J . 


(î + m*) cos’4'-f-^i sin'it 


A\ant d'aller plus loin , j'observe que la valeur de ni qu’il faudra 
substituer après les intégrations étant tang>, la quantité r — -•£- 
est toujours positive. Soit donc * * 


+ M 1 


et on aura 


dZ 

dm 


m* r 

c ( i côïsf^f- n* aiu*^ * 

d’où l’on tire en effectuant ^'intégration , 

. £ = cirîb) arc un s (« la °sU- • 

Les limites de £ étant o et jir, celles de tang 4 sont o et £ , 
faisant donc ~ = tang $ , on aura 

», m*dm 

m/j aw "“J j~“ Tl®. 

c(l + ™ ) T 


» 
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EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 


Mais puisqu'on a /i = - tang ^ , on déduit de là, 
m* = — (c* — sin*<p). 

Ainsi en substituant la valeur de m en <p , on aura 

*<*■ 

Z = — — sin*<p). * 

Celle intégrale doit être prise depuis la valeur de ç qui donne m= oj 
jusqu'à celle qui donne m — tang y : dans le premier cas on a A, 
et dans le second <p = 0; et parce que A est >0, il convient de 

mettre Z sous la forme 

* ~ 

Z = pyfyfpi /(c* — sin’p) : 

et l’intégrale devra être prise depnis <p = 8, jusqu'à sp =nA. 

De là résultg l’intégrale cherchée 


X = 8,n * 

fin'* siii u > 


f$dq> j/ (sin*A — sin*p) ; 


= « 


re= 

t 0 = 


c'est la première formule de la case XV. La seconde, qui donne 
la valeur de V, se démontrera d’une manière semblable. 

(44) . Pour démontrer les formules qui concernent les deux inté- 
grales T', V', il faudra substituer au lieu de fl sa valeur développée 
en série , laquelle est sin ® -f- j sin*« -+- j sin 1 ® -f- etc. Du reste , le 
calcul sera entièrement semblable à celui dont nous avons donné 
le détail dans l’article précédent. 

(45) . Si l'on fait sin ç sin A sin nj. et sinAssc, les valeurs 
trouvées pour T + T' et V + V' prendront cette forme 


T + T' = 


Tiinf sin*A 


/ d-l> cos’4- 

V/(l — e*sin'v) ’ 

* V -4- V' — ’ r C 

asinC J i/(i — c* rinSp) * 

où les intégrales doivent être prises depuis -^ = a jusqu'à -«J. s= jir. 
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SUPPLÉMENT. 5, 

On obtientainsi pour les valeurs de ces intégrales, des expressions 
en fonctilw elliptiques qui se transforment comme dans l’art. 10 , 
et' donnent les résultats consignés dans la table. 


( 46 ). Ces mêmes résultats peuvent être obtenus d’une manière 
plus directe. Considérons pour cet effet la double intégrale 


=//“ 


dpdq ain p (A 4- B coty) 


. / cos*<7 \ 9 

cot'p -h un >( 4- co»*y un‘qj 

dans laquelle les variables ont pour limites o et \tt. 

Si on exécute les intégrations d’abord par rapport à q , ensuite 
•par rapport à p, et qu’on fasse c = , on aura pour résultat 

, i 

» co»*<e , ir co» a «in £ 




9»ia k <c 

7r COJ» a 


E(c, C)] 


a sio'ec si 

+ t A sin *> - B cos *>] F (*., O- 


(47). Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse, 
et soit cos p=zx , nous aurons d'abord à intégrer la différentielle 


jt, (A + Bx») de 

X* 4- m* ( i — x*) * 


où l’on a m* = 4-cos> sin*ÿ. U fout pour cela distinguer deux 
cas, selon que m est plus grand ou plus petit que l’unité. Or je 
remarque que depuis sinÿ = o jusqu’à sin q = la valeur de 

m est plus grande que l’unité , et qu’on peut faire m = — î— ; mais 

depuis sin q = -^r jusqu a sm q = i , on a m < i , et il faut faire 
ms cos a». 


Soit , î*. 


m* 


i 

cos‘« 


co t'q 
cosV 


* 4 * cos*j. sin*(7. 


on aura 


dP = cos- a ,. rfj(AW > 

* i — x* «n*» 

Intégrant depuis x = o jusquà x = j , et appelant P' cette première 


5a EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL, 

partie de la valeur de P, on aura 

■A 

P' = — B col*» + ( A siu*» -f- B) £ï col*». 

Il ne restera plus qua trouver la partie de l’inte'grale Z, désignée 
semblablement par Z', dont la valeur est /P'dq. On substituera 
pour cet effet la valeur de dq en fonction de », et on trouvera,’ 
d'après les dénominations de la table, 

Z' = A cos*. V' + B cos a. T”. 


Soit, 2°. 



cos*o , ... 

« = —/i 4- C0S> smV/ , on aura 
( jp __ (A -f- Bj*) dx 

COS*» -f- X* «11*» * 


et l'intégrale de cette quantité, prise depnis jr = o jusqu’à x= i , 
donne pour la seconde partie de la valeur de P, 


P*= -4- + (A — B col*») -r— 1 

ein» ' ' sm » co» «r 


De là résulte la seconde partie de la valeur de Z, Z"=:/PVÿ,' 
dans laquelle substituant la valeur de dq en fonction de », on trouve 

. Z" = A cos *.V -f- B cosa.T : 


donc enGri la valeur totale de Z est 

Z = Acos*(V + V')H-Bcosa(T-*-T'). 

Comparant entre elles les deux valeurs de Z , on en tire les deux 
formules données dans la table pour exprimer les valeurs de T-f-T' 
et V-f-V'. 


(48). Le cas de y = 3. , où l’on a cos£ = cos*«, mérite d’être 
remarqué, parce qu’alors les quatre intégrales T, T', V, V', sont 
prises entre les mêmes limites » = o , » = «. 11 conduit aux deux 
formules rapportées dans la table. 


(4q). Enlin , le cas de y — , oii l’on a S — ~v, A 

0;^= — *, donne' ces valeurs très-simples de T et T’, 
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SUPPLÉMENT. 3ï 

T = .lïi-^ PC0S! P> T/ =^/(ï’ r — ^^«pcosç, 

où les intégrales doivent être prises depuis <p = i -jr — a jusqu’à 
P = ï •’f. Or en général ou a 


Jipdç cosp = p sinp -f- cosp + const. , 

/(ï rx — <p)dpcas<p = (~7r — <p)siue — co«<p -f- consl. 


Donc entre les deux limites désignées, la première de ces intégrales 
= ;*■( > — cos a) -f- a cos a — sina, et la seconde = sina — acôsa. 
De là résultent les deux formules 


A 

A 


(l — m COt •) rfv 


sin •* vo — - COS a * COS**) 1 4- COS et 

(G — «in «) dm cos a» J — *cot« 

aii!*0|/(«n*« — sin*») sina 


f a cota — i 

ÏÏTT-» 



où l’on doit remarquer que la première de ces intégrales est prise 
depuis a i = o jusqu’à a> = j t( , et la seconde depuis ai = o jusqu’à 
cù := et. 


Ces deux résultats peuvent se vérifier par l’intégration directe. 
En effet, on a indéfiniment 


A 


(i — * cot «>) dv 


siowV^C 1 — cos*a cos**) ‘ 


«l/(i — cot» , acos , «) 

+ 


si» a <t sin <* 

COS « . - 

arc sin (cos ai cos a) -f- C. 


»in a a 


Prenant cette intégrale depuis ai = o jusqu’à ai = ~ x , elle se ré- 

rt a cota — i . •* • 


duit 


l -f- cos a sin a 

On a de meme en general 


A 


(Q — sin •) dm ens * 


— sio’») 


Ok'fdnV — «in’tj) coi* /cos* 

— — r -f- ——arc cos[ 

un* mu » 1 «n»« \i 


cos«\ _ 
.co S J + C - 


Prenant cette intégrale depuis ai = o jusqu'à ai — a. , elle se 
réduit à - — ta , comme on le trouve à la fin de la case XV. 


5 
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54 EXERCICES DE CALCUL IXTÉCRAL. 

* CASE XVI. 

(5o). Par les formules des cases 1, 11, IV, V et VI, on peut 
connaître en general la valeur de l'intégrale cos"o> sin’ai , 

quels que soient les nombres entiers m e t «, positifs ou négatifs, 
pour\*U que m -f- n soit pair. Les formules de la case XVI don- 
neront la valeur de celfe intégrale lorsque m + n sera impair. 
Soit pour cet eflfet sin’ai = sin’a cos* p + sin *6 sin*$ = 

sin’ 6 (i— c*sin*p), et c‘ = i — > on aura en général 
MS = sm *~ÇA" ‘dp. 

« 

Cette intégrale devra être prise depuis p = o jusqu'à p = A nt ; 
ainsi elle ne dépendra en général que des deux fonctions com- 
plètes F'(c), E' (c). 11 en sera de même de l'intégrale générale 

r cl* cas» _ i rj*_ ! u*—>do 

J MN sin”» sin ‘«"Cj û” +l »in C sia '".. J 

et ainsi on a, quel que soit n. 


r du co* « i r 

J' MN sin’*» • >in "a. tiid’CJ 


dm co*» sin"*» 
MN ' 


Par la même substitution, on trouve en général 

/ “ du i r jfo 

MN cos*" -1 » sinC cos‘”C J ( t -j- c* taog'C siu’pj'A ’ 

intégrale qui , étant réduite d’après la formule f de la case VI, 

pourra toujours s’exprimer par les trois fonctions complètes F'(c), 
E'(c), ri'(c*taug* 6 , c); et cette dernière, comme on sait, peut 
être exprimée en fonctions de la première et de la deuxième es- 
pèce, par la formule du n* 96 . 

Les trois autres formules générales de la case XVI, se déduisent 

des trois précédentes par le seul changement de a en^ — Ç, et 
de 6 en ï rf — a. 
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SUPPLEMENT. 85 

TABLE GÉNÉRALE DES FORMULES. 


CASE ï. 


Dénomination* 


M = |/(uin a » — sin*«) 
N = l/(sinN» — ain*») 


•Jtn’C — sin a « 

ëlro 


Limites des intégrales | ^ g 


r 

i 

/ dm cousin 5 » m f\ .3 , . ... - , . .+ . 1.3 . ,A 

—Mi V— = 5 Cm ,m ' + 1 *“ '* “ nS + M am V • 


dm cns* sin» , 

■Miv — *’■ 

d» co««Mtv'« *• , . 

MS — a + 


et en général , 

/ rfÉieoen.in*"''"'» . t * — 0 

jqTÿ = fd$ («n « cos $ +»m'. sin*^)", Lira. | ^ , 

ou, en effectuant l'intégration , 

« 

/ rf»co»««in" + '« » . ... n.n — l ,.1.3 \ 

m = 5 «»“« (.-n*.l + _ a — A*. __e te.). 


"dmCOtm 


fm si ii m asin« »inC 
d* 


/ * dmf'Ofm m , 

MiS si n 1 » == asra'.sm'f 0“ B *« + i «>“*) , 

et en général , 

* 

/ * dm COS m 1 r 

MN sin 1 * 4 ' 1 # •in 4 *’*' 1 * sm'^'C J 


dm cos m sin M ' f ‘ , « 


MN 
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35 EXERCICES DE CAT, CUL INTÉGRAL. 4 


CASE II. 


Mêmes dénominations et limites que dans la case I. 

, , cos*» — cos'C 

De pins, h = — r . 


dm sin m cos# 
“MN 


= k w » 


</#sin»cos 3 « m , * v 

Mj} = l (I co»*C+ i =«•«). 


/ 

/ 

/ dm si nm coi 5 » <r/1.3 , , !•? -, ( \ 

STn = à (m C0S + * C0> i + M “*7 ’ 

et en général , 


A 

rdmn in. = ( cot ^ + , C05 .. ) 

J MIS cos « acos-»cos J « v 


dm sin m _ * 

SÏN" cos # acosCcos* * 
dm sin i 


et en général , 

dm si 


/ * o# s-in# x ('dm sin#C( 

MIN' eus*-»- 1 # coi*"^ , ffco M? 


sin # coa* ,N ' , # 

MN 


CASE III. 


Mêmes dénominations et limites que dans les cases I et II» 


/'MNn#cos« 

J sin**^'# r 


À 0 = - (sin C — sin «)*, 

4 

. m *■ (sin C — sin #)* 

4 sin«sinC ' 

4 *■ (sin*C — sin*«)* 

ïSsmVsin’C * 


Digitized by Google 



EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL, 

u» = *» in ‘ ( g — «) 

4mu«muC * 

D'=D S + A<, 

D“= D *"* -f A’*. 

* 

K” 

K° = - [i — cos (î — «)] , 

2 

K* = ■ r>in *( î ~*) 

4C0S»C0sC ' 


=h 


M N* 


K‘"= K“— + B‘\ 


»•'=/ 

II* = ^ [t — cos (• — *)3 > 

H* = - (cos» — co«f)*, 

a 

H» = H* — O. 


MNrf.sin**-’» 


H“= H’— — C”. 


CASE IV. 


M et N comme dans la case I. 
Limites des intégrales, i<bm. 

y angle auxiliaire tel que cos y = j 
sin y 


Dénom'. ( Module c= — — «. 

\ sin S 

Son complément 6 = - — , 
<* t. tangi 

A — y/(t — c'ain’f). 
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59 


A 

A 


dm i 

MIN co* m sin C ^ ^ * 

1 COS et 

>1.N sin'» cos • <m i f ^ "É *in‘« sia f E > 


ft — o 

l < = 


C d" I fdo 

J MK sin-. — E^Tsmî / T (l + *' cot *‘>" 

Connaissant les deux premiers termes f-£ — F‘(c) , fiuly — E'(c) 
naîtra en général l’intégrale fà' ,+ ‘d<p par la formule 

- surr c-o/a— ^ - g=i) 


CASE Y. 


Memes dénominations que dans la ca^e IV. 


/ 'dm 1 ( 

MN cos m sin C ^ ^ * 

/ ci y i sin ? • # 

M.V C03*u cos « sin f * ^ cos« cos’.' E ’^ ’ 

« 

/mîw»-; = 5 zhïif* + A ‘ ta "S^>" {J = °, 

Ces formules se développent comme celles de la case précédente, et 
peut les exprimer toutes par les deux fonctions complètes F'(c), E'(r). 


CASE VI. 


Mêmes dénominations que dans la case IV. 


/ eut I 

MK ~ cos« sin C F ' w * 

/ (/« sin*. ein’« s ; n ; 

~MN" = n ‘ ( - c ' c05 '‘< c > = ëôâï F ' + E ' F (’*> -F'E(.*) , 
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EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 


/ 


»in # e 


du 

MN 3COS M 9111 

sin C sin* 


— a (i -4- sin** + wn*^) n‘ ( — c # COS** , c) 
ainw 

sin C cos a 


rw - 


E'(c), 


/ Jat in* 1 "* sin""* Ç 

MN cos* sinC J £(i — 


d f 


f * = o 

l * = ïT. 


■ c" cos*« sin’f )" 

Pour effectuer les réductions, soit 1 -t-nsm*$ = D , on aura en général 
la formule 

’ dp am — S , 

à '* • 'jÂD* _ am- 


(„+.)(«+. : ) : =“i !>•+"<' 


am — 5 . r d? 

D”^' 


Ainsi en partant des troij premiers termes connus , 

/“'=(■ +5)^-5*vi. 

f Ü = F'(o), 

déterminera généralement l'intégrale prise entre les limites <P — o, 


on 

<P = i 

"M 


COROLLAIRES. 


sin** 


r~d a — n JL_ JJ' (— c* cos*«, c) — — — J F'(t) , 

J N cos «lin? • ' cos* sin* 

^ ï da = F'(c) E(c, C) — E‘(e) F(c, C) , 

r dm sin a , „/ i +smf \ f “ ~ ° 

J v (sin*;— sin**) — * X V — sine/ ’ l • = C 

r da si" 3 * _ » 4-sln*t -,/ i+sin C\ _ ^ 

J p/ (sm'i ■ — sin'*) 4 \i — sinC/ 

Les deux dernières se vérifient par l'intégration directe , en faisant 

cos C 

C0S * = 


CASE 
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SUPPLÉMENT. 


4 * 


CASE VII. 


Mêmes dénominations que dans U case IV. 


/ «fi?. w «, 

MN a cos . sin » ' c * *^* 

Ç md ‘ _ «foin» sin?) » p . , -cos. 

J M.Nsjii’» asin*.sin? acosasin? * ' asio*.si»? 1 * 

-(sin? — sin «p , , sin*. -f- sin 8 ? + «in*« sin *? Ç ud* 

MNsin*. lasin’.sin'î sin*. sin*? J MNsin*. 

, i -f-,fin*«-( -sin*?/*sf/» 

' ’ sin". sin 1 ? J MN 

En général , si on désigne par Z" t'intégraley ^'^*;; - , on aura cette for- 
mule de réduction , 

(an 1 ) sin V sin*? Z =3 an(5În a * -f- sin*? -+- sin\» ?in # C) Z tm 

— (an — i)(i -f si n*m -J- sm a ?)Z :,r ^ , 

*f (an — a)Z an -*— À â \ 

A # * étant l'intégrale J * * » ^out valeur est donnée dans la çase III. 
COROLLAIRES. 

/ (1 — • cot *) dm cos » *• ircos^? /i -f- sin C\ r « = o 

sin**»v/(sin“?— einV) 4 e ” 1 ® 8sin‘? \i— sin»/* 1 • = C 

/- = ° 

J »m • 4 l . s* J - 

/ " .(f.COS. » , f « = « 

sm*«l/(«in*. — sin*.) asin. an 6»*'- j « — j r 


CASE VIII. 


Mêmes dénominations que dans la case IV. 




f MX “ acos. sin? F (c ’ f) ' 

f éid* -(cos? — cos.) 

J MNcos*. acos’.cos? * r acos 

/ *_ -dm »(cos«— coa?)* , cns’«-+- cos*C+ oos’.cot*? /* .</. 

MNcos*. i acos 5 . eus 1 ? 1 * cos*, cos"? J MN cos*. 

, 1 -f- Co>*. 4* nos*? r mdm 

. 1 ' cos*, co»*. J MN' 
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EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 

— — 


En général , si on désigne par U" l'intégrale J' . on aura cette for ; 
mule de réduction : 

(an-|-i)cos u «cos > *‘ C il+I = an(cos*. -f- cos’« + co$*« cos*f) l 

— (an — 1 ) (i + cos*« 4- cos*î) U 1 * - * 

-f- (an — 8 ) ü*— t + B”, 


B** étant 1 


'intégrale J' 


— , dont la valeur est donnée dan» la case 111. 


*in 

COROLLAIRES. 


/ * »</» *• _ / 1 

&in* — =in‘#) 4 a * n ^ \i— tint/ 

/ * mrlvsmm — CQ-C) 

C 0 tf*»|/(*in k tf— *inV) aco$*tf 




— O 

c 


CASE IX. 


Même» dénomination» que dans la case IV. 


rt* = — f(o. «) . 

J WN acoi.suiS 

— E— t-»F(c, C) E£2îl£_n ( — sin'y. o. «) 

J Min 2cos*s»n% v 9 acos«si»s 


— ^ £\‘ + »'"** — *>n‘*) , 


/=W== 

r — (i ■+■ »in*f -+• ein’«) n (— sin’y, c , C) 

4co±« ain w 

— 5 (' + *in*C-4- ein’a) jQ (i + sin’C — sin’«). 

8 

En général soit V" = f * on *“ ra ,a forraul * de rédnc,1 ° n : 

ai ,Y ! .+^_r 3 „_ ,)( i +ein*»+»in*C)V“— (an— »)(»ia , «+»io , f+iia , Min<) V 1M 
-f. (an — 3) »in*« sin'î V*" -4 — C“ , 

C'* étant l'intégrale /MNt/.cos.iin"-’., dont la valeur est donnée dans 
la case III. 

Nota. I»a fonction n (— «in*yj c, C) et la fonction n ( c’coi*., c, C), 
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qui antre pour sa valeur complète dans les formules de la case VI, ont 
Intre elles la relation suivante , tirée de la formule de l'article 5a , 

sin*« n ( — c’cos'e, c, C) + cos*Cn ( — sin’y , e, ï) 

sin* y sin’y cos « n f \ sin’ï — sin*« \ 

sin’C C ’* asinï \t — sin’ï -f- sia"»/’ 

COROLLAIRES. 

/s ' rf “= ^ ( ■ +sin%--sin’.)+ n (_ , inV , c , O 

irCOS*» 


^FCc.C), 


/ ’ «rf« ain « *• f I \ / » = O 

V/(sin‘ï — sin*») a \cosC/’ l « = C 

Z' t/(sin*ï — sin’«) = \ (i+ sinï) X( l + S * n ^)+7( 1— s ‘ n *) JC 0 — sin») , 
./ sin» 4 4 

J »d« sin » \J ( sin’C — sin*» ) = ÿ sin 1 » — ^ cos’ï > 

sin *» » , . . „ I 1 » . 

✓(.m-ï-eSK) = 4 ( ‘ + 5,0 ^ ^ ” 8 ' 

/ •rf«cos« , I . f • = a 

^ t. = w 

iiïir = i ^ a - t. = iw 


CASE X. 


r M et N comme ci-dessus, 

1 n — r rf * — ■ , / ■ +s» n « \ 
Dénominations. < J cos « * \i —no «/ ’ 

/ module c = - ? - n - T . 
v sin s 

Limites des intégr. « = », • — S. 


r nd» co>» _ e - 

J MN asinï ' * ' * 




/ Qa* CO» m T r * w ?r r\ 

MN sin*» ~ asin» sin? asin’« sin» r> ' 2sin‘« sin ï C ’ ' 
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f* Ojdm cos m # sin*« -f" f*£i(U ço* * \ r ndm en *» 

J MN •in 4 » 4 * sinV sin^C J MN #in*« 3am*« J 5ÎN 

v sin*(C — «) 


I ann J » sur » 

* n dm cos « 


En général , soit P*" = on aura Cette formule de réduction : 

J MNsiii**# 

(an -f- i )sin*«5m*C, P*"*-» = an^in*. + sin*S)ï“— (an — OP’* - * — D " . 

D’" étant l'intégrale C — , dont la valeur est donnée danslacase HI. 
° J cos • sm“ +, « 


COROLLAIRES. 


/ ttdmcoim N jtsî nf . w(ain'C — sin’a) _ »ainC_ f 

/ Qdm COfl m M rsin« «r * 

“sk 1 jss E( c * cî * 

/^ra^=s F ‘ (,in ->' 

i/(sin*# — si»*«) = — - sin « - E‘(sin «) , 

J sin 8 » N a a v y ’ 

A- 

j sm 


Orf# C 08 « 


sin^V^C 5 * 0 * 1 ^ — sin"*) a’sinC’ 

1 (U sin m) dm COtm 


/ * (a — sm«) dm co* m *■ eté . „ 

^V(»i a -t -7I^) = 4^2 (C — ,n • co,î) ' 

/ nd. «r* 

sin « 4 * 

J \ sm# / ainV* o 


{:=; 

{ » = o 

- = c 

{ • = o 


CASE XI. 


Mimes dénominations que dans la case précédente. 


/ tld* cru « 

~~MN~ 


“Cldm cos » sin 1 » 


[E(e, C), 

= - (i— couicosC) -f“^sinCF(c, Q— » ^ tinCE(c, C) , 


f MN a 

nrf» coc • sin 4 » a- C tld* cos « ain’« 

= TJ (cos— cos^* + f (sm'.+sta’î ) J ^ 

/ nJ.. .. 


/ 


MN 


'tld* CO* m 


MN 
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- .... ... ... , . r ad» coj » sin**» 

En general , si on désigné par y** I intégrale J j-jjÿ , on aura 

cette formule de réduction : 

(an+i)Q’-*- = an(»in*«-f lin'OQ’" — (an— i)sin’« sin*«J*— * + IV", 

H" étant l’intégrale J" “ j dont la valeur e»t donnée dam U 

case III. 


COROLLAIRES. 


J'(id»cot».^ =— - (t— coea cos î) + - ainCE(c, C) , 

J' aJ»cos» *= ^ (1— cosacosf)+ F (c, C) — ^sinîE(c, C) , 

/ ’ ad» sin » cos » » , — f • — o 

==-(.- cos C), t- = C 

f nA,co »‘.*— = -f. - E'(sin «) , 

J |/(Mn a ir Slü’») a a 

/ni/«i/(jin'« — sin*«) = ^ 4- ^ cos’«F‘(sin «) — ^E’fsin»), 

/ O dm / . , sin’«\ w , . . 

- — - 1 sin » — — — ) = - f 1 — Mo*). 

^(sm’»— sin'a) V sin •») a k 


CASE XII. 


Mêmes dénominations que dans la case X. 


/ ad» cos » 
MN ~ 

/ * ad » 

MNco 


asin î 


F(c, î). 


, n (— sin *. , c,C) + — — ( 1 +tang’C4-tang , «) , 

, co-’a-f-cos’î+cos'acos’C fld» 

’ — ~ * *'* J MiNcos. 


1 cos m asm 

/ » çidm x(sm*«ca3*C-f-sin # Ccos , «) co» V-H^C- j-cog^cos*? Ç 

MNcOS 1 * 8cOS«COS» 2C0a“« CO»*C 

— — -F(c,C)— XMnC - E(c, f). 

4sin w cos « 4 C03 “ cos'a 

ad» 


MN cos"+'« 1 


4sin w cos’a 4 e03 ’* CM 

En général , si on désigne par T : * + ‘ l’intégrale J'- 
cette formule de réduction : 
ancos’«cos*îT , * + ‘ = (an — - t) (cos**4- cos’C-4- cos’«cos’f)T‘* _l 

— (an— a ) ( 1 4-cos*« + cos’fJT 1 " - 3 -f ( an — 3)T , *~‘ 5 -f"I) * ( 

B** étant l’intégrale J ' 1 dont la valeur est donnée dans la case III. 
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COROLLA IRES. 


/ * n<U sin m * / i \ 

cos«l/(sin’f — sin'«) acos î \ coTÎ / * 


A 




r sin*» 


cos\ y (sin *6 — sin*») 8coi 3 * /{cos 




{:= 


— e 


CASE XIII. 


Angles auxiliaire:. 


Dénom. / P = t/( co, *« co»V) . 

( Q= »/(l — cos-acojV) , 

C. ... cosï = coa« cos y , 

. . . sin* . . tangy 

»... tang I = sin y cot a , cos» = -r-i, sln* = 2-s, 

° *m» tangb 


Ung* : 


tangy 


. sin y tang a 

«in * = — i, eo«A = - 


Limites des intégrales ...«=: o , * =s y. 


tang ' 


/- 

/ 


sin » cos « 


py 

J» sin * cor 


9 

cos « 


py 

et en généra) , 
tlm sin m cos*"' 4- '» 


’» /1 4* cos*C\ ^ sin «sin y 

\ acos J « / acos** * 


r 


PQ 


= — ..a-. . W(> — sin'C cos’J-)*. 


/ 4- = o 

V + = t 


Toutes ces intégrales s’expriment au moyen de l'angle toutes les suivantes 
s'expriment au moyen de l'angle A. 

' d» sin r 


/ '«/•s in* A 

Py cos « CO! y ’ 

/ ■(/»sin« /i-é-cos*î\ sin «sin y 

Py cos 5 - \ acoj’y / * acos’y ’ 


et en général , 

rie sin» 
pycos"* 1 » " 


A 


■ fdf{ 1 — iin'C sin»* 


{ * = 
. 1 a = 


De cette dernière formule on déduit les deux suivantes, en faisant c — «inC 
et p'(t— c* sio’f) 1 = A : 


'4 


0 
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f 9 = 0 
I ?=A 


/ * dm .«in* i 

pycïïr^ ~ J A%a ~' d v > 

/ dm*\n m C 09 lm m /'dû 

^ vj^—. 

COROLLAIRES. 

f il = L_ | ~ ( * = o 

J Co» , *#V^(i , M s '» — iin***) cos*"* J r * = ( $> =r i jr 

/ * dmc of'"# f* dç _ , 

ÿÿi^r,i?7) = co *’ C J«--- = & d * • 

/ du in a 

py ~ F(c ' 


f « = O 

l . = v 


/ 'dm* in# 
P^'COi 1 . 

fc * n * C 0 *’* 


~ E(c, A), 

CO»*y 7 * 


FO 


: -L- E(c AÎ^T 1 


COâ^ 


3Kj= F ‘ (“»*)• 

/ ' «/» i . 

co**.\/(sin*y — «in*») coa*y o mv ) 

/ ’ d« cos*. . 

i7C .inV-. .V^) ==E(,,n,,) - 


CASE XIV. 


Dénominat. et limites comme dans la case précédente. 


Module c = 

sms 


fw> - ST pi O • 

et en général , 

/ “ d* î /’rfœ , 

PÿT^; = ImTToIS J T («•*•+ A*m-C)- 


f f — o 
I f = J r 


intégrale qui pourra toujour» «'exprimer au moyen des deux fonctions com- 
plètes F'(c), E‘(c). 

De la même formule on tire 
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cl* coa’« cos’y . , . . . 

“ «'(-■«V.c). 


/ 

et 

f Pÿ 


pv 

et en général , 

dm cos "* COS” 


ss J *y r dp 

in » J <l(i— sin‘i 


V*in*if j" 1 


intégrale qu'il sera toujours possible d'exprimer au moyen des trois fonctions 
complètes F'(c), E'(r), n'( — sin*y, c). D’ailleurs puisque ain*y = e*sin’C , 
la troisième fooction se réduit aux fonctions de la première et de la deuxième 
espèce , par la formule du n° to 5 , qui donne 

rt'C-sin-y, c) = F'(c) + ïjjSi CF‘WE(c, C) - E'(c)F(e. S)]. 


CASE XV. 


Mêmes dénominations que dans la case XIII. 


Intégrales T et V prises entre les limites * = y. 

Ç (l — »COt*) dm COt# 

J Ÿ (sin*y — sin**) . l/( 1 — cos*« cos*») * 

v = C - md - . 

J V'C't’l’V — sin*«) . v/( i — cos‘« cos’») 

Intégrales T’ et V' prises entre les limites *no, » = ». 

r (Q — sin»)rf«cos» 

J sin** v/(sin*» — siu*«) y( i — cos’y cos .) ’ 

y, /* ad » cos » 

J — sin*»). y/(t — cos’y cos’»)' 

Ces quatre intégrales se réduisent aux suivantes, qui ont pour lipiites 
f = * ■ * = * = 

*' " fpdp j/(sin’a — sin Y) , 


X — 
T' = 


aura stn y 
sin * 


sin G J 


/(ï* — 9}dp ÿ (sin 1 * — sin> ) , 
pdp 


y,__ > Ç (î«t— »)«If 

sin tj 


V/(sin'A — sin*^) * 
(î»~ 9)àp 
|/(sin"A — sin’?)" 
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Il résulte de ces expressions les deux formules : 


T-f T' = 


asm'* sio y 


j- f d<py/ (sin'A — sin*f ) , 


V - 4 - V' = - w f — 

asui Y £gjn*A — .-in’ip) * 

lesquelles peuvent être exprimées en fonctions elliptiques dont le module 


c =* sin a ~ - — >, de la manière suivante . 

sin C * 


T -f T = 


asm 3 * sm*y 


E(c,C). 


’ rCO>V - F(c, C) — ÎÎ21Î, 

v ’ asm’* 


S einfisin’y 


V + V' = F(c, C). 

asmfi v ’ y 

COROLLAIRES. 

Des valeurs 4e I +T' •» V -f» V*, aniMéotr, «n faisant y—m, et par 

suite, cosfaccos’s, c — *“* * , les deux formules suivantes r 
Sin» 

(e-f* n cos*)d» 


f («4- n co8«)a» — JIL.FCe fi) 

J j/(cos*» — cos\») . y ( i — cos‘« cos*«) asio* ^ * ‘ ’ 

j ' (n — « CO S m)dm COS O 


,sinfi_, „ 

VÎ _ ^. E(c ' C 


sm*»(/ (cos‘« — cos*«). y"(i — cos‘«eu»’j>) asin 4 « 

<rCOS*a ~ »COS* 

àsûiesinfi r> asiu*a’ 

Des valeurs de T et T on déduit encore les deux formules 
(l — «COt4>)d« i* «COt« — I 


,/sin«t/(i — coeVcosV) i-f-cos» 

rjfi 

J ÙD‘i 


(a — sin»)d« cos») i — «cot« 

« V/(sin*« — sin*») sin« 


J * = ° 

I « üü î» 

{ ¥ “ O 

» = ■ 


CASE XVI. 


{ M et ri comme dans la case I. 

Module c = y(,- 6=É=4 

r \ sin C J sin C 

Limites des intégrales , « = * , « =: C. 


r COS » 1 

dot cos ot sin*» 

"ISN 


/ 




= siufiE'(c), 
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/ 

f 

f 


d* ooswsin**® 


MN 

</<üC05r*> 


= 5iû“-**C df , 


MN tinV» 
d e cos 00 


J3r-r? E 'W. 


I * = o 

l ? = i» 


8lû lt MSI(T? 

i 


MNsui*** sia' 


i — . r 

^ Q *«f y a* sinb sm'"« 


/* 

/. 


= - — J" — 7*î n'Cc'Ung'f. c), 

MN coi « wn C cos^ *1 

<a» . __ r df 

coa“Sj A 


f P = ° 

l t = i* 


MN cos“-i — uaîcoi"iJ A (i + c*tang*i. sin’p)"' 

Tout»» ces intégrales peuvent s’exprimer par le» troi* fonction» complète» 
F*(c), E'Cc), n’(c* tang*C , c). 

Si l'on change dans ce» formules sin* en cosC, et sinC en cos*, ce 
, , , , / . co»*C\ , cos C 

qui donne pour c et 4 le» valeur» c — ^ \ l *^êô»**/ * * — côs* * 0n ’ 

les dénominations de 1a case IY, ctrstiny. 4=eo«y, on aura les 


suivant 

trois formules générales qui suivent : 
’d.sin» co»**« _ , 


/ 

f 




MN 

d«sin » 
MN cos"*s» 
dm 


f P — ° 

tf = i» 


Ç dm 

J MN sin’* -1 * 


cos* 

i 


r i* 

I J û( i ■+- c* cot‘* sin’f )* ’ 


Toutes ces intégrales peuvent donc encore l'exprimer par le» trois fonction» 
complètes F*(c), E*(c), n‘(c*cot>, t). 


V 1 

-i 

ir 


CA 2 48 f ^ 


r 'j 


t’) 

$ * 
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i3 

Uv^ . dF' .. . d F‘ 

| cot a5 . , /ttes acot a0 . . 


* *4 

i <JE' . a dE' 


i sin a$ "3® * sîn a$ cfé" " 

9* 

7 

c” 5 sin*^* 1 , lisez c^sinap**. 

9 3 

Vers la fin. 

<&" , lisez 4>'. 

104 

an 

G et G* , lisez G et G'. 

lit 

aa 

E(c, f). F(c. ?). 

>i3 

8 

Art /i 

10 

Ajoutez La valeur de E'(c) peut ee mettre plus (amplement 



t sous la forme E'(c)=Jé*(t+i4')F 1 (c)-f.y' 

»i 4 

'a* **• 

>7 

Ajoutez La valeur de E‘(c) se réduit encore à ta Forme 

» j 

I 

S U* ^ 

E'(c)=j . v (jï)' de sorte qu'on a directement 

* v 


F’w-f. — ^ — , e- w =î . r* 3 ^ • 

334 

Ver» la fin. 

co» r/<V / ( C0< li > ) a K (cosp) 

sfQ), Uses 5/(5). 

35$ 

>9 

x*, iies x. 

354 

Ayant déni. 

dx , lisez dp. 

355 

a8 

précédent, lisez suivant. 


¥• 





t 


S.l 



* 
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/ dm coa*« co*‘y , , . . x 

-mr=nïï *' *-»**.'). 

et en général, * 

/ lin cos“« cos“"y Ç dp l t — 0 

Py ' sin C J n(i — sin’ysin »* ' I f = {» 

intégrale qu’il sera toujours possible d’exprimer au moyen des trois fonction» 
complètes F‘(c), E'(c) , n'( — sin*y, c). D’ailleurs puisque sin*y = e'sin’C , 
la troisième fonction se réduit aux fonctions de la première et de la deuxième 
espèce, par la formule du n° io5, qui donne 

n’(-sin’y, c) = F'(c) + [F‘(c)E(c, C)-E'(r)F(c, fi)]. 


COJ y 


CASE XV. 


Mêmes dénominations que dans la case XIII. 


Intégrales T et V prises entre les limites m—o t * = y. 

( 1 — m COt#) dm COt m 


-ff 


y (sin’y — sin*») . V{ i — co»*« co»*«) ’ 

v _ r 

J V/( v i>l*V — sin*») . V'C * — cos’« cos’«) 

Intégrales T' et V' prises entre les limites « = o, « = «. 

/ • (n — sin *)[/. cos* 

sin*» v/(«in*» — sin*») . y( i «— cos'y cos‘») * 

r adm cos » 

J l/(»in*« — sin*») . V^( 1 — cos*y cos’») 

Ces quatre intégrales se réduisent aux suivantes, qui ont pour lipiites 
f = *. 

X = — — — — /Wpt/( sin’x — sin», 
sin"« am*y Jr . 

T* = . ■ fil" — 1/ (sin’A -r- sin» , 

«m’« sm’y 

Çd$ 


v _ _i_ r 

sin ij l/(sin’A — sin» ‘ 

y, « r , 

sin Sj j/(sin'A — sin»’ 


Digitized by Google 


SUPPLÉMENT. 


40 


Il résulte de ces expreaiions les deux formules : 


T + r 

v 4- r= f 

Hun* J 


— ~ f à pÿ (sin'A — $in*f) , 

9 Jm'«»in‘y r v T/ 


rfy 


k {sin'A — * 

lesquelles peuvent Être exprimées en fonctions elliptiqoes dont le module 

. fin y , . „ . 

c =x bda = — i, de la manière suivante , 

sin % • 

m 

»COS*y 


T* _L r T v * r/. a yC0< ' y p/. A yCOS * 

asin*«amV ^ ^ a«inCsw*y ^ ^ asin 9 ** 

V + Y' = A F(c, C). 

, astnC v ' 

COROLLAIRES. 

Des valeurs de X -4-*1 Y •* V -f-V', on déduit, en faisant y—m y et par 

suite, cos C 55 cos*« , c =r ** ■-■? , les deux formules suivantes: 
vn* 

(«+ llCM»)^ _ «• _ y, fs 

V/ (cos 1 » — C05*«) . K ( * — cos'* COS*«) 2MD» ^ ' 9 

(û— - «cos*)r£#cos« irfinC ç 

(cos** — C 08 *«). y/(i— cos*«çusV) asin*« ' * 

yC08 l* Ffr . * co ** 

asin^sinC ' * J a*i n*#* 

Des valeurs de T et T on déduit encore les deux formules 


A 

A 


/ ' (i — » co t m)d> 
sin»v/(t — cos’.c 


(t — « cot <*)</» __ j jr «col. — t 

COJ»’ 610. ' 

(G — sina)<Iv co»a) 1 — « cot « 

rin« 


coa'p) 1 

rjfi 

J «m'a y (*in‘« — «in*») 


i « = ïT 

{ » — 9 

« = - 1 


CASE XVI. 


{ M et Pi comme dans la caie I. 

Modolacme^-^V * =—~ 

\ un C/ «in » 
Limite) des intégrale» , « = « , ■ = C. 


/ </• eos » t . 

-W = -Sî r <'>' 


/ 


dû» coa ar sin*«# . 

sa — = amîE «- 
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C 


<4â»oos<vsin a ”* . „ . , 

•HiV = un—'î/fc*— dp , 


/ 

rd«ca>» I fdp »_ l E , f .x 
*/ MN iin*a» si**? J A 3 8ia**sm » ^ '* 

c £^— = r fA—‘d*. 

J Mna' 4 «i 4iü‘*' t *'«y sinCsin***’' * 


9 = o 

? = i* 


/mn coi» tin C cos"C n ,ân 5*^' 

r dm — ■ r / p = o 

J sfrv cos M 'C iinitco a*** J û (1 -f- c* taog% sia^)** { 9 = £*- 

Toutes ces intégrales peuvent s'exprimer par les trois fonctions complètes 
F»(c), E‘(c), n'(c“ tang B C, c). 

Si Ton change dans ces formules sine en cosC, et sinC en cos*, ce 
qui donne pour c et A les valeurs c = 1/ > A = , on , 

suivant les dénominations de la case IV, c sein y, 6 = cos y, on aura les 
trois formules générales qui suivent : 

/ dnsinai C08**a» ^ , (0 = 0 

— mn — = C06 * /û ^ • \l = ï* 

r rfa>ipM ! rv'-'d* 

r *• 

J MN sin’" 'o> 


cos « cq»”* 


» r d± 

a m tin"» J A(i -f- c* col 


cot\»«in*f)* 


Tontes ces intégrales peuvent donc encore s’exprimer par les trois fonctions 
complètes F‘(c), E‘(c), n'(c*cot>, c). 



t'ï 


r 


2ia 



o 
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65 

? i3 ^ 

. dF 1 , « dp ‘ 

cotas.— , lues acotas.-gj-. 

1 dü.‘ a d E* 

V 

>4 

-jinaô </ô * tSCt> sin aè d# * 

9» 

7 

c°* «in*f ** , &ês c^sin o?' >i . 

93 

Vcts la fin. 

®*, //ici «•'. 

10 4 

aa 

G et G* , lisez G et G'. 

111 

aa 

E(r, p), lisez F(c, (p). 

n3 

8 

art. - 


IO 

ajoutez La valeur de E‘(c) peut se mettre plus simplement 
< »ous laforme E'(c)=î5’(i + j5')F‘( c )+V / 4 


>7 

Ajoutez La valeur de E'(c) se réduit encore à la forme 

♦ 

V J 

E'(c)—^ v de»orte<ju'onadir*ctement 


1*.- 

P(c)_:. 4 * ,E'(c)=ï.r , K 

co»ip«t/(co*j«) a V (co»/») 

334 

Ver» la En. 

/(*). lisez 5/(5). 

33 9 

>9 

i*, lisez x. 

354 

Avant dera. 

dx , Usez dp. 

355 

38 

précédent , lisez suivant. 
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